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1 UVOD

1.1 Zakladné axiomy dynamiky
Dynamika ako c¢ast mechaniky (a sdcast fyziky) md axiomatickd hierarchiu.
Zékladnymi zdkonmi (axiomami) dynamiky si Newtonove zdkony:
1. zakon (zakon zotrvacnosti)

Hmotny objekt zotrvava v pokoji alebo v stave rovnomerného priamociareho pohybu,
pokial’ nie je vonkajSimi silami prindteny tento pohybovy stav zmenit. Jeho platnost’ je
potvrdzovand denno-denne 'udskymi skisenost'ami.

2. zakon (zakon sily resp. zakon o zmene hybnosti)

Casové zmena hybnosti je imernd vonkajsej sile a prebieha v smere tejto sily. Ak

H=mv

je hybnost’, kde m je hmotnost’ a v je vektor rychlosti, potom zmena hybnosti v Case

iH:F,
dr

kde F = ZF] je vysledny tcinok vonkajsich sil F, posobiacich na hmotny objekt.

Ak silova sustava pdsobiaca na hmotny objekt je rovnovadzna, teda F =0, potom

H =konst.
Ak v Case konania pohybu sa hmotnost’ nemeni, potom

teda

ma=F,

kde a je zrychlenie vo zvolenom sdradnicovom systéme.

V gravitatnom poli Zeme Newtonov zdkon sily mdéZeme pisat’ v tvare
mg=G,

kde G je tiaz (tiazova sila) a g je gravitacné zrychlenie, ktoré je rdzne pre rozli¢né
polohy na Zemi. Pre naSe potreby postaci, ak budeme uvazovat g =9,806 ms™.

3. zakon (zakon akcie a reakcie)

Vzijomné posobenie dvoch hmotnych objektov mé rovnaku velkost’, rovnaky smer

a opacnu orienticiu.
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K uvedenym zakonom (axiémam) priddme eSte princip nezavislosti posobenia sil:
ak na hmotny objekt pdsobi sticasne viacero vonkajSich sil, ich vysledny ucinok je imerny
vektorovému sictu jednotlivych zrychleni, ktoré by objekt ziskal vplyvom kazdej zo sil

osobitne, pricom nezdleZi na poradi pdsobiacich sil.

1.2 Jednotky zakladnych fyzikalnych veli¢in v dynamike
V dynamike pouZivame zdkladné fyzikélne veli¢iny: diZka, Gas a hmotnost’.
Zakladnou jednotkou dizky [ je meter, t.j. [l]:m.
Zékladnou jednotkou Casu ¢ je sekunda, t.j. [t]z S.

Zakladnou jednotkou hmotnosti m je kilogram, t.j. [m]z kg,

Jednotkou sily F je 1 Newton, t.j. [F]zN, kde F =m-a ateda IN=1kg.1ms™.

1.3 Dynamické pohybové rovnice (DPR)

Ak chceme popisat pohybovy stav hmotného objektu zostavime matematické
rovnice, ktoré vyjadruji vztahy medzi kinematickymi veli¢inami (drdha, rychlost,
zrychlenie) a pdsobiacimi vonkaj$Simi vplyvmi (sily, momenty resp. vykon a pod.)
pOsobiacimi na dany objekt.

a) Ak pri zostavovani tychto vztahov budeme vychddzat’ z 2. Newtonovho zdkona

(zdkona sily) a rozpiSeme ich v smere osi zvoleného suradnicového systému,

budeme im hovorit’ dynamické pohybové rovnice (DPR).

b) Inym spdsobom zostavovania DPR je vyuZitie d”Alembertovho principu: VSetky
sily, ktoré pdsobia na dany objekt si v rovnovédhe so zotrvaénymi silami tohto

objektu.

Sucin ma v Newtonovom zdkone sily d"Alembert vyuzil k zavedeniu pojmu
zotrvacnd sila

D=-ma.
Potom DPR mé podobu

Y F,+D=0.
Takymto spdsobom sa rovnice popisujice nerovnovazny stav formélne prepiSu do podoby

vyjadrujicej rovnovéahu.
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Samozrejme, Ze tento formdlne iny spdsob zapisovania DPR sa tyka tej istej povodne;]
sustavy, ktorej pohybovy stav (fyzikdlna podstata) sa nemeni. Tento spdsob umozZiuje
zapisovat’ DPR vo forme podobnej statickym podmienkam rovnovédhy v statike, o mdze

byt vyhodné pri niektorych typoch uloh.
1.4 Typy uloh v dynamike

1.4.1 Priama uloha dynamiky
e pozname pohyb, hPadame sily

Ak je pohyb (napr. hmotného bodu) ureny parametrickymi rovnicami

x=£t), y=£0)., z=£0),

potom vieme urcit’ zloZky zrychlenia
i=f0). §=£0), =10
a z DPR ur¢ime sily
F =mi(t), F,=my(t), F,=mz(t).
1.4.2 Nepriama (obratena, inverzna) uloha dynamiky

¢ pozname sily, h’'adame pohyb

Vo vSeobecnosti je tento typ tulohy zlozitejsi, analyticky casto nerieSitelny. Sila
pOsobiaca na hmotny objekt je funkciou jeho polohy, rychlosti, casu, teda F :F(r,i‘,t).
Rychlost’ a polohu je mozné uréit integraciou DPR (teda ,,opacnym® postupom ako
v prvom type uloh).

Tato tuloha vedie k rieSeniu sustavy diferencidlnych rovnic, ur€ovaniu integracnych

konstant atd’.

1.5 Metodika rieSenia uloh v dynamike

Postup pri rieSeni dloh v dynamike je dloha mnohoznacnd, zdvisiaca od skisenosti

rieSitel’a, Casového faktora, poZadovanej presnosti rieSenia a pod.

Ak sa chceme zbavit’ podstatnych systémovych chyb pri rieSeni a vyhnit sa rieSeniu
toho, Co nie je fyzikdlnou podstatou tlohy, pricom mdZze ist’ o ilohu v zdsade nerieSiteI'nti
v podobe, ako je naformulovand, potom je vhodné pouZit' osvedCeny postup rieSenia tiloh

v dynamike.
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Nasledujice body sa podobaji tomu, ¢o mozno pozname zo statiky, pretoZe statika je

len jeden z hrani¢nych pripadov dynamiky, ak zrychlenia st nulové.
1. UvoPnenie

-z hladiska toho, ¢o sa pohybuje (hmotny bod, stiistava hmotnych bodov, teleso,
sustava telies,...), ako sa pohybuje (priamociaro, krivo€iaro v rovine, v priestore,
rovnomerne, zrychlene,..),

- zaznaCime vSetky sily pdsobiace na hmotny objekt, t. j. tiaZze, aktivne sily
a momenty (pohon), vizby nahradime reakciami (u nezndmych sil si zvolime ich
orientaciu),

- pokial' je to mozné, zazna¢ime zakladné kinematické veli¢iny (drdhu, rychlost’,
zrychlenie), ich smery a orientécie,

- na zdklade zakreslenych sil ur¢ime typ silovej ststavy posobiacej na hmotny objekt
ana zdklade toho, o aky hmotny objekt ide (tj. ¢o sa pohybuje), zvolime
suradnicovu sustavu, pricom s vyhodou vyuZijeme zndmu orientdciu zrychlenia a

suhlasne s fiou orientujeme prisluSne osi,

- uréime, ¢i rieSime pohyb jedného hmotného objektu resp. pohyb stistavy,

- na zdklade vysSie uvedeného vieme urcit, kol'ko a aké dynamické pohybové
rovnice (DPR) je moZné napisat’ a kol'’ko stuptiov vol'nosti ststava (objekt) ma,

- uvolfiujeme vo vSeobecnom c¢asovom okamihu, t.j. v polohe medzi dvoma
krajnymi polohami vySetrovaného useku.
2. Zostavenie dynamickych pohybovych rovnic (DPR)

Dynamické pohybové rovnice budd zdvisiet na tom, akd metédu a aké zdkony
(principy, vety a pod) pouzijeme pre ich napisanie. Zapisané DPR spocitame, spocitame
tieZ nezndme na lavych a pravych strandch DPR a chybajiici pocet rovnic (vzhladom na
pocet nezndmych) sa pokisime doplnit’ v zdsade z dvoch zdrojov:

a) zo suvislosti medzi pohybmi ¢lenov sustavy (zavislosti medzi kinematickymi

veli¢inami, prevody a pod.),

b) z pasivnych odporov (trenie, valivé odpory, ¢apové trenie, tuhost a neohybnost’

I4n a pod.).
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¢) ktomu pripo¢itame obmedzenia (hranice) zndme z technologického procesu,
z logiky pohybu celej ststavy a pod.
3. Interpretacia vysledkov rieSenia

- kladné znamienka nezndmych sil (kladné znamienka nezndmych kinematickych
veli¢in) maji vyznam rovnakej orientdcie nezndmej veliCiny, akd sme si zvolili na
zacCiatku rieSenia pri uvolnent,

- zéporné znamienka majd vyznam opacnej orientdcie nez sme si zvolili,

- moZeme urobit’ formdlnu kontrolu spravnosti rieSenia (napr. porovnat’ pravé a lavé
strany rovnic a pod.).

4. Overenie vysledkov rieSenia
Overenie vysledkov by bolo ziaduce pri novo rieSenych ststavdch, s nerutinnym
postupom, s novymi hodnotami veli¢in, najlepSie rieSenim uplne od zaciatku inou

metddou.

11
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2 DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Hmotny bod — pod tymto pojmom budeme rozumiet idealizaciu redlneho hmotného

objektu 'ubovolného tvaru a velkosti, l'ubovol'nej hmotnosti, ak vyhovie podmienkam:
- hmotnost’ redlneho hmotného objektu sustredime do jedného bodu (zvycajne
taziska),
- zanedbdme vonkajsie rozmery hmotného objektu,
- zjednoduSenie (idealizdcia) nebude mat podstatny vplyv na spravnost’ rieSenia
dynamiky pohybu hmotného objektu.

Newtonov zdkon sily vo vektorovom tvare s konStantnou hmotnost’ou

ma=F,
predstavuje zdkladnd rovnicu dynamiky hmotného bodu. Umoziiuje skimat® pohyb

vol'ného aj viazaného hmotného bodu. To znamend, Ze ndm umozni pri skimani pohybu
hmotného bodu zahrnit’ ako vonkajsie sily (zat'azujice), tak aj sily od okolitych objektov,
teda reakcie.
Podla toho, aké stiradnicové sustavy pouZijeme pre skimanie pohybu hmotného
bodu, budeme zdkladnud rovnicu dynamiky jeho pohybu rozpisovat’ do zlozkovych rovnic.
V principe plati, Ze pocet zloZkovych rovnic (ako DPR) sa rovnd poctu stupniov
vol'nosti prislusného hmotného objektu (napr. hmotny bod v rovine ma dva stupne vol'nosti

— dve DPR a pod.).

2.1 DPR hmotného bodu v pravouhlej kartézskej suradnicovej
sustave
Ak a je zrychlenie, F je sila, potom ich zlozky v osiach pravouhlej kartézskej
suradnicovej sustavy 0, x, y, z,1, j,k so zaciatkom v bode 0, osami x, y, z s jednotkovymi
vektormi i, j,k (obr. 2.1):
a=gji+tajt+ak, F=Fi+Fj+Fk,
kde
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Zlozkové dynamické pohybové rovnice (DPR) su:

ma,=F , resp. mx=)F,,
i
ma, =Fy, myzZE.y ,
i
ma,=F_, mZz=)F, .
i
Y

Obr. 2.1

2.2 DPR hmotného bodu vo valcovej (resp. polarnej) suradnicovej
sustave

Vo valcovej suradnicovej ststave (obr. 2.2)

Y
Obr. 2.2
je vyjadrenie zrychlenia a a sily F pomocou ich zloZiek:
a:apep+a¢eq,+azk, F:Fpep+F¢e¢+FZk,

13
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¢o po rozpisani v skalarnom tvare vedie k zloZkovym DPR:
ma, =3 F,.
may =3 F, .

maz :ZEZ °

Po dosadeni vztahov zndmych z kinematiky pre jednotlivé zlozky zrychlenia

a,=p-p@ .  a,=pp+2pp.  a =%
dostavame DPR v tvare
m(p-p¢*)=F,,
m(pp+209)=F,,
mz=F. .

Z

Ak skimame pohyb hmotného bodu v rovine (napr. v rovine xy), kedy je zlozka

zrychlenia a rychlosti v smere osi kolmej na rovinu pohybu nulovd (Z=z=0), potom

hovorime o skimani pohybu hmotného bodu v polarnych sdradniciach a pre hmotny bod

piSeme dve DPR:
m (p - p¢2 ) = Fp
m(p§+2p9)=F,.

2.3 DPR hmotného bodu v prirodzenej suradnicovej sustave

Prirodzend sdradnicova sdstava md osi orientované v smere dotyCnice, normdly

a binormdly k trajekt6rii pohybu hmotného bodu, so zaiatkom v jeho okamZitej polohe

(obr.2.3), kde t,n,b su jednotkové vektory v smere jednotlivych osi.

Obr.2.3

Pre vysledné zrychlenie a a vyslednd silu F plati

a=aq,t+a,n,

14



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

F=Ft+Fn+Fb,

pricom
a,=v=§= Q
dr
2
a, = SE’ a,=0,
kde s je krivociara stiradnica hmotného bodu,
v=s rychlost hmotného bodu,
R polomer flexnej krivosti v okamzitej polohe hmotného bodu.
Potom zlozkové DPR hmotného bodu budi
ma, =F,,
ma, =1r,,
0=F,.

2.4 Zakladné vety dynamiky hmotného bodu
DPR rovnice sa dajui pisat’ aj s vyuZitim inych vztahov okrem Newtonovho zdkona
sily.
2.4.1 Veta o zmene hybnosti

Ak sa pohybovy stav hmotného bodu, ur¢eny jeho hybnostou H, v ¢ase meni, potom

plati
H-H,=>1,
¢o je matematickym vyjadrenim vety o zmene hybnosti, kde
H, jehybnost hmotného bodu na zaciatku ¢asového intervalu,

H hybnost’ hmotného bodu na konci ¢asového intervalu,

I impulz sily F,.

l

Rozdiel H—-H, na lavej strane rovnice mdZe nastat’ len vtedy, ak na hmotny bod
budu po isty ¢as posobit’ také vonkajsie sily, ktoré vyvolaji zmenu jeho pohybového stavu
(t.j. zrychlenie alebo spomalenie) pri jeho krivo¢iarom pohybe v rovine alebo v priestore.

Impulz sily je definovany ako sicin sily a ¢asu jej pdsobenia na hmotny bod. Ak su

posobiace sily v ¢asovom intervale nemenné, potom mdzZeme pisat’

I =F.Ar,
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ak st sily funkciou Casu, potom piSeme

I =

1

F,dt.

o t—

V zloZkovom vyjadreni moéZeme vetu o zmene hybnosti napisat’
t

J. (Z F;x )dt 2

0

(z F'iy )dt ’

Hx _HxO

=

_H_v()

Il
o t—

Hz _Hz() ZI(ZEz)dt’
0

kde H =mv,, H =mv,, H_ =mv_.

2.4.2 Veta 0 zmene momentu hybnosti
Moment hybnosti L je dany vztahom

L=rxmv,
kde r je polohovy vektor,
v rychlost’.

Potom ¢asovd zmena momentu hybnosti je

%:ZMN resp. L-L,=) I,

kde I = I M.dr je impulz momentu sily F; k zaciatku za Cas t.
0

V zloZkovom vyjadreni bude

dL dLy dL
X = . = . L = M.
dr 2 M, dr 2 M, ds M.

kde L, L, L, simomenty hybnostik osiam x, y, z,

M., M, , M, momenty sily k osiam x, y, z.
2.4.3 Veta o zmene kinetickej energie
abudeme tomu hovorit’ kinetickd energia (hmotného

1
Ak oznalime E, =5mv2

bodu), potom sa d4 napisat’ vztah
E -E,=A,
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ktory vyjadruje matematicky zépis vety o zmene kinetickej energie. Rozdiel E, —E,, vo

velkosti kinetickej energie (pohybujiceho sa hmotného bodu) mdZe nastat’ len vtedy, ked’

na neho posobia vonkajsie sily, ktoré vykondvaji pracu A.
Potom vetu moZno zapisat’ v tvare

[N I
Emv —Emv0 —IEds.

5o
2.4.4 Veta o zachovani mechanickej energie

Ak konaju pri pohybe hmotného bodu pracu len konzervativne sily (t. j. gravitacné
potencidlne resp. v pruzine), potom sa celkova mechanicka energia (ako sucet kinetickej
a potenciélnej energie) nementi, CiZe plati

E, + E, = konst.,
E,+E,=E,+E,=E =konst.
2.4.5 Praca, vykon
Préca je definovand ako skalarny sucin vektora sily F a vektora elementdrnej zmeny

dr polohového vektora

dA=Fdr.

Celkovd préca sily F pri zmene polohy posobiska sily z polohy r, do polohy r je urena

A:jF.dr.

Ak sila F p6sobi na hmotny bod, ktory sa pohybuje po trajektorii (krivociarej) k , tak
vektordr ma smer doty¢nice k trajektorii v danom mieste a pre elementarnu préacu plati
dA =|F||dr|cos ¢ = F,ds ,

kde F, =Fcos¢ je priemet sily do smeru dotyc¢nice k trajektorii.

Potom celkova4 praca je

Aszds,

kde s, a s su krivoCiare suradnice posobiska sily v jeho zaliatocnej a vSeobecnej

polohe. Jednotkou préice je 1 Joule (1J),
[A] = [F][S] =IN-Im=1kg- Im-1s™ -m= lkgmzs‘2 =1J.
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Okamzity vykon sily F je definovany vzt'ahom
_d
de’
ktory uruje mnoZstvo vykonanej prace za jednotku casu. Okamzity vykon moZe byt
vyjadreny aj v tvare
P F.dr _
dr

Fv.

Jednotkou vykonu je 1 Watt (1W),
[P]=[F]p]=1IN-1m-1s™" =1kg-Im-1s™ - Im-1s™ = Ikgm’s > =1W .

2.5 Priklady (priama uloha dynamiky)
¢ pozname pohyb, hPadame sily

Priklad 2.1

Balén otiazi G klesa zrychlenim a,<g za pdsobenia vztlakovej sily (plynovej
ndplne baléna) F . Urcte, aku zédtaZ je potrebné odhodit’, aby balén stupal zrychlenim a,.
Odpor prostredia (odpor vzduchu, vietor) zanedbajte.

Dané hodnoty: m =1500 kg, a, =0,5 ms?, a, =0,1 ms™.
RieSenie:
RieSenie rozdelime na dve fazy: klesanie a stipanie.

a) Klesanie bal6na

AF
a,
y
G
Obr.2.4

1. Uvol'nenie

Na balén pdsobi vztlakovéd sila F atiaZzovd sila G (baléna acelého ndkladu).

Pozndme orientdciu a smer zrychlenia a, a sthlasne s nim orientujeme kladnu os y.
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KedZe ide o priamkovu silovi ststavu, ktord posobi na hmotny bod (uZ nemusime brat’ do
uvahy tvar a velkost’ celého balona), v d’alSom rieSime pohyb jedného hmotného bodu
pohybujiceho sa priamociaro (v smere osi y ), zrychlene.
2. DPR - pre priamociary pohyb hmotného bodu vieme napisat’ jednu DPR (napr.
s vyuZzitim Newtonovho zdkona sily), teda:

y...ma, = ZFiy ,
odkial’ po dosadeni dostdvame DPR pre tento pripad pohybu baléna v tvare

ma, =F—-G.

b) Stdpanie baldna

1. Uvol'nenie
Aby sa klesanie baléna zmenilo na stdpanie, je potrebné sa zbavit' Casti jeho zat'aze
(Z). Pozndme orientaciu a smer zrychlenia a, a suhlasne s nim orientujeme kladnu os y .

Posobiace sily tvoria priamkovid silovd sudstavu, priCom hmotny bod sa pohybuje

priamociaro, zrychlene.

AF
y
a,
G-Z
Obr.2.5

2. DPR - pre priamociary pohyb hmotného bodu vieme napisat’ jednu DPR:

y...ma, = ZFH ,
odkial’ po dosadeni dostdvame DPR pre tento pripad pohybu baléna v tvare
G-Z
8
Upravou dostdvame vztah pre vypocet velkosti zdtaze Z , ktoru je potrebné vyhodit

a.=F-(G-2).

tak, aby balon zmenil klesanie so zrychlenim @, na stipanie so zrychlenim a,, teda

+
7=64"% _g9o9 N.
g ta,
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Cielom tohto prikladu nebolo komplexne rieSit’ problematiku istenia balénom, ale

metodicky ukdzat’ postup uvolfiovania a zostavovania DPR.

Priklad 2.2

Vypocitajte tiaZ bremena (napr. pasaziera) v pokoji, ktory sa nachddza vo vytahove;j
kabine pohybujtcej sa hore resp. dole zrychlenim a, pri¢om vieme merat’ silu F' resp. F,,
ktorou bremeno (pasaZier) pdsobi na podlahu vytahu.

Dané hodnoty: F = 810,75 N — sila pri stipani vytahu, F, = 660,75 N — sila pri
klesani vytahu, a =1 ms™

a) Stdpanie vytahu

1. Uvolnenie

Sila F je ta, ktorou bremeno pdsobi na podlahu vytahu. Pozndme smer a orientaciu
zrychlenia pohybu vytahu a sthlasne s nim orientujeme kladnd os y . Posobiace sily tvoria
priamkovu silovi sustavu, takze vytah mézeme povaZovat za hmotny bod, ktory sa bude

pohybovat priamociaro, zrychlene.

AF
5
a
G
Obr.2.6

2. DPR — v smere osi y piSeme jednu DPR s vyuzitim Newtonovho zdkona sily, t.]. :

y...ma, = ZFiy ,
odkial’ po dosadeni dostdvame
Ea =F-G.
8
Potom tiaz bremena pri stipani vytahu
G="18 —73575N.
a—+ g

b) Klesanie vytahu

1. Uvol'nenie

Pri uvolneni postupujeme podobne ako v pripade stipania vytahu. Meni sa len

orient4cia zrychlenia a .
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“Fl
m a
Yy
wG
Obr.2.7

2. DPR - v smere osi y piSeme jednu DPR

y...ma, :ZFi.v ,

odkial’ po dosadeni dostdvame

ga =G-F,.
8
Potom tiaZ bremena pri klesani vytahu
F
G=—18 =73575N .
g—a

Je zrejmé, Ze v oboch pripadoch (klesanie, stipanie vytahu) musi vyjst’ tiaz bremena
G (v pokoji) rovnaka.

Za zamyslenie stoji pripad, kedy sa bude vytah pohybovat’ nadol so zrychlenim, ktoré
sa rovnd gravitatnému zrychleniu. Potom vyraz v menovateli g —a =0, z ¢oho vyplyva,
Ze bremeno (pasaZzier) v kabine volne ,,poletuje®, teda je v stave tzv. ,,beztiaze* resp. v
,bezvahovom* stave. Pojmy su uvedené v ivodzovkéch preto, lebo z pohl'adu mechaniky
nejde o stav ,,bez‘ tiaZe, pretoZe tiaz sa nestraca, nemizne. V skutoc¢nosti ide o rovnovazny
stav medzi silami odstredivymi a gravitacnymi, podobne ako je to pri pobyte kozmonautov

na obeznej drdhe v svojej kabine.

Priklad 2.3

Je dost’ obvyklé, Ze pohyb vytahu (napr. jeho rychlost) sa zobrazuje v podobe
diagramu a je potrebné urcit’ sily v zdvese kabiny pri rozbehu, rovnomernom chode

a zastaveni vytahu pri jeho pohybe hore.

Dané hodnoty: m = 480 kg

v
[m/s]
b ——m———

[SU)! S
Q+—-—-—-—=-==

10 t[s]
Obr.2.8
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a) Rozbeh vytahu

1. Uvol'nenie
Na vytah pdsobi tiaZzova sila G a sila N, v zdvese (lane), ktoré tvoria priamkovi

silovi sustavu (obr.2.9), takZze vytah mdZeme povaZovat' za hmotny bod pohybujici sa

priamociaro, zrychlene. Pozname zrychlenie q,, v smere ktorého orientujeme kladnu os y .

AN,
ey
31
G
Obr.2.9

2. DPR — s vyuZzitim Newtonovho zdkona sily, v smere osi y bude
y...ma, = ZF,. ,

po dosadeni dostdvame
ma, =-G+ Ny,
odtial
N, =ma, + G =ma, + mg =m(a1 +g).
KedZe v tejto jednej rovnici si dve nezndme (Nl,al) je potrebné doplnit’ d’alSie
vztahy. Pasivne odpory v tomto pripade nevieme vyuZit. Pozndme ale Casovy priebeh

rychlosti. KedZe ide o pohyb hmotného bodu s konStantnym zrychlenim, vieme

z kinematiky odvodit’

dv .
a, =— =konst.,

f v
z ktorej po separdcii premennych a,dt =dv a naslednej integracii J.a1 dr = I dv dostavame
0 0

v 3ms™
at,=v = a=—= =1ms
f 3s

-2

Potom sila v zavese

N, = m(a, + g)=480(1+9,81)= 5188,8 N.
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b) Rovnomerny chod vytahu

1. Uvol'nenie
Na vytah poOsobi tiazovd sila G a sila N, v zdvese, ktoré tvoria priamkovu silovd

sustavu (obr.2.10). Hmotny bod sa pohybuje priamociaro, rovnomerne. Zrychlenie je

v tomto pripade rovné nule, takZe orientdciu osi y mdZeme volit’ lubovolne.

“N2

m b
a,=0

VG

Obr.2.10

2. DPR - s vyuzitim Newtonovho zdkona sily, v smere osi y bude
y...ma, = ZFiy
po dosadeni dostdvame
0=>F,=N,-G.
Potom sila v zavese
N,=G=mg =4708,8N.

¢) Zastavenie vytahu

1. Uvolnenie
Na vytah poOsobi tiazovd sila G a sila N, v zdvese, ktoré tvoria priamkovu silovd

sustavu (obr.2.11). Hmotny bod sa v tomto pripade pohybuje priamociaro, spomalene.

Pozname smer a orientdciu zrychlenia a,, sthlasne s jeho orientdciou orientujeme kladnu

OoSsy.
nN3
m a3
y
"G
Obr.2.11

2. DPR — piSeme ju v smere osi y s vyuZitim Newtonovho zdkona sily

ma, = Z Fiy >
po dosadeni dostdvame

may;=G—N,.
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Potom sila v zavese
N, =-ma,+G =m(—a, + g)=4228,8 N.

Zrychlenie (resp. spomalenie) a, ur¢ime analogicky ako v pripade rozbehu vytahu.

Okrem tuzko dynamickej stranky tohto prikladu je na zamyslenie aj iny inZiniersky
pohlad. Ide o td istd kabinu, akurdt sa meni pohyb (zrychleny, rovnomerny, spomaleny).
Ak zoberieme do uvahy, kolkokrat za defi alebo ind Casovi jednotku sa opakuje tento
cyklus resp. zataZenie mechanickej sdstavy (vratane pohonu), potom je vhodné sa
zamysliet’ nad dimenzovanim prvkov sudstavy aj z inych hl'adisk, napr. z hl'adiska tnavy,

cyklického zataZenia, opotrebenia a pod.
Priklad 2.4

Osobné auto o tiaZi G sa pohybuje po vertikdlne zakrivenej trajektorii (nazvime to
dnom oblika) o polomere r konStantnou rychlostou v. Je potrebné vypocitat’ silu, ktorou
vozovka poOsobi na auto v najnizSom mieste oblika. Odpor vzduchu a d’alSie pasivne
odpory zanedbajte.

Dané hodnoty: G = 13,5 kN, r =100 m, v =70 km/hod.

1. Uvolnenie

Auto mdZeme povazovat za hmotny bod, pretoZe nail posobi jeho vlastnd tiaz G
a normalova reakcia vozovky N, ktoré tvoria priamkovu silovu sustavu. Hmotny bod sa
pohybuje po kruznici o polomere r, rovnomerne (v =konst.). Zakreslime prirodzeny
suradnicovy systém, ktorého osi si orientované v smere dotyCnice ¢ (ku kruznici)

anormdly n.

Obr. 2.12

2. DPR - piSeme ich s vyuZitim Newtonovho zdkona sily v smeroch osi t,n (pretoze

hmotny bod m4 v rovine dva stupne vol'nosti):
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t...ma, =ZF” =0,

n...ma, =2Fm =0,
z kinematiky pozndme vztah pre urcenie normdlovej zlozky zrychlenia pri pohybe po
kruZnici

2

v .

a, =—, po dosadeni
r

n

2

m—=N-G , po Uprave
r

2
G VY _N_gG
g r

2
N = G(l +V—j —18 703,02 N.
rg

Ciselne hodnoty dosadzujeme v zdkladnych jednotkéch, &iZe rychlost v ms™.

Priklad 2.5

Pohyb bremena otiazi G po drsnej naklonenej rovine je urCeny parametrickou
rovnicou x=hgt”, kde b je konstanta, g je gravitaéné zrychlenie, ¢ je ¢as. Vypocitajte
vel'kost” tangencidlnej zloZky Smykového odporu naklonenej roviny.

Dané hodnoty: x=bgt*, b=0,1; G=1500 N, S =40°.
1. Uvolnenie

Vo vSeobecnom ¢asovom okamihu poOsobia na bremeno sily tiaze G, zlozky
Smykového odporu naklonenej roviny, tangencidlna F, a normdlovd F,. Pozndme smer a
odhadujeme orientdciu zrychlenia a a v sulade s nim volime smer a orientdciu osi x.

Silova ststava je centrdlna rovinnd, pdsobiaca na jeden bod (CRSS/1). Hmotny bod sa

pohybuje v rovine xy priamociaro, v smere osi x zrychlene.

Obr. 2.13
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2. DPR — hmotny bod m4 v rovine dva stupne vol'nosti. S vyuZitim Newtonovho zdkona

sily vieme v smere osi x, y napisat’ dve dynamické pohybové rovnice
X...ma, = ZF,.X ,
y...ma, = ZEy ,

po uprave, zrychlenie v smere osi y a, =0, bude
ma=Gsin f—F,,
0=-Gcosf+F,,
F,=Gsinff—ma.

V tejto rovnici si dve nezndme ( F,,a ), viac nezdvislych DPR nevieme napisat’, preto
d’alSie vztahy hl'addme v oblasti zdkonitosti pohybu. Je zndma parametrickd rovnica
pohybu x = bgt*, odkial’ dvojndsobnym derivovanim dostdvame zrychlenie v smere osi x

x=bgt>* — x=2bgt — i=2bg,
F, =Gsin f—-2mbg = Gsin - 2§bg =664,18 N.

Priklad 2.6

Hmotny bod o hmotnosti m sa pohybuje po vodorovnej hladkej podlozke. Jeho
pohyb je uréeny parametrickymi rovnicami pohybu x = ccos(kr), y =bsin(kt), kde ¢,b,k

si konstanty. Je potrebné urcit’ silu F pdsobiacu na hmotny bod, ak je funkciou len

polohy bodu.
1. Uvol'nenie
4
y
. m
y _________
F,
Ny &
|
p !
0 X X
Obr. 2.14

Bod sa pohybuje vo vodorovnej hladkej (neuvazujeme s pasivnymi odpormi) rovine

xy . Posobi na neho sila F, ktord vieme rozlozit’ na zloZzky v smeroch osi x,y (orientdciu

26



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

sily a jej smer sme si zvolili). Bod sa pohybuje krivociaro (sidiac podl'a parametrickych
rovnic) a zrychlene, pretoZze minimalne normalova zlozka zrychlenia bude nenulova.
2. DPR — hmotny bod ma v rovine dva stupne volnosti, s vyuZitim Newtonovho zdkona

sily vieme napisat’ najviac dve linedrne nezdvislé dynamické pohybové rovnice

X...ma, = ZF,.X ,
y...ma, =2Fiy ,
ma, =—F_,

ma, =—F

PretoZze v tychto dvoch rovniciach st aZz Styri nezndme (Fx, Fy A, d, ) hl'adame
mozZnosti dopisat’ asponi dve podmienky (rovnice) z kinematiky pohybu, napr. zo zndmych
parametrickych rovnic, odkial’ po dvojndsobnej derivécii

x = ccos(kt), y = bsin(kt),
x = —cksin(kz), y = bk cos(kt),
¥=—ck?cos(kt), ¥ =-bk*sin(kr),
po dosadeni DPR budu:
F, = mck? cos(kt),
F, = mbk’ sin(kt).
Ak uvazime, 7e x = ccos(kt), y = bsin(kt), po dprave budi DPR

F.=mk’x, F,=mk’y.

Vysledna sila posobiaca na hmotny bode je

F=1/F)62+Fy2 =mkzw/)cz+y2 =mk’r,
X

T F,
smer pdsobiacej sily ur¢ime napr. cos = I =—.
r
y

Z rieSenia vyplyva, Ze na hmotny bod pdsobi sila F orientovand tak, ako sme si

zvolili a hmotny bod sa pohybu po kruznici o polomere r .

Priklad 2.7

Pohyb hmotného bodu po vodorovnej hladkej podloZke je ureny parametrickymi
rovnicami x =ct, y=bt, kde c¢,b su konstanty, ¢ je ¢as. Urcte silu, ktord sposobuje jeho

pohyb.
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1. Uvolnenie

Na hmotny bod pdsobi nezndma sila, to znamend, Ze nepozndme jej velkost, smer

a ani orientdciu. Silu rozloZime na zloZky F,, F,, ktorych orientdciu si zvolime I'ubovolne.

KedZe nepozndme trajektoriu pohybu hmotného bodu, budeme predpokladat’ v§eobecnejsi

pripad pohybu, teda krivociary pohyb v rovine, zrychleny.

¥

I
1
I
1
I
:
1
0 X X

Obr. 2.15

2. DPR — hmotny bod ma vrovine dva stupne volnosti, preto mdZeme s vyuZitim

Newtonovho zdkona sily pisat’ najviac dve linedrne nezavislé dynamické pohybové rovnice

X...ma, = ZF,.X ,
y...ma, =Z:Fi'v ,
ma, =F,_,
ma, =Fy.

V tychto dvoch rovniciach sd Styri nezndme (F,,F,,a a,) preto hl'adame dalSie

minimdlne dve rovnice. Bod sa pohybuje po hladkej ploche, ¢o znamend, Ze pasivne

odpory sa nedaji pouzit. Su ale zndme parametrické rovnice pohybu, odkial' po

dvojnésobnej derivdcii (podl'a ¢asu) urc¢ime zlozky zrychlenia

x=ct, y=bt,
xX=c, y=>b,
x=0, y=0,

potom DPR nadobudnu tvar 0=F_, 0= Fy, ¢o znamend, Ze sila (vonkajSia) pdosobiaca

na hmotny bod ma nulovi velkost, teda hmotny bod sa pohybuje zotrva¢nostou,

rovnomerne, priamociaro.
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Priklad 2.8
Hmotny bod o hmotnosti m =4 kg sa pohybuje po hladkej horizontdlnej priamke so
zrychlenim a =0,3¢. Urcte velkost’ sily pdsobiacej na bod v smere jej pohybu v Case
t, =3s.
(3,6 N)
Priklad 2.9

Stciastka (povaZujeme ju za hmotny bod) sa kiZe po hladkej naklonenej rovine. Uréte

uhol sklonu naklonenej roviny /3, aby sa sti&iastka pohybovala so zrychlenim a =2 ms™.
(11,76 stupna)
Priklad 2.10

Bremeno (povazované za hmotny bod) je uchytené na lane a dvihame ho vertikdlne
so zrychlenim a =0,5 ms . Uréte silu v lane.

(516 N)
Priklad 2.11
Urcte vel'kost’ sily pdsobiacej na hmotny bod o hmotnosti m =3 kg v ase t =6 s,
ktord sa pohybuje priamo¢iaro v smere osi x podl’a parametrickej rovnice x = 0,04¢°.
(4,32 N)
Priklad 2.12
Hmotny bod o hmotnosti m =1,4 kg sa pohybuje priamociaro podl'a parametrickej
rovnice x =6¢> + 6t + 3. Urcte velkost sily pdsobiacej na bod.
(16,8N)
Priklad 2.13
Hmotny bod o hmotnosti m =10 kg sa pohybuje v smere osi x podl'a parametrickej
rovnice x =5sin (0,2¢). Urcte velkost’ sily posobiacej na bod v ¢ase t, =7s.
(1,97 N)
Priklad 2.14
Hmotny bod o hmotnosti m sa pohybuje v rovine x,y podla parametrickych rovnic
x=>bt , y=ct,kde b,c su konStanty. Urcte velkost sily posobiacej na bod.

(ON)
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Priklad 2.15
Hmotny bod o hmotnosti m =9 kg sa pohybuje v rovine (xy) tak, Ze jeho pohyb je
uréeny polohovym vektorom r = 0,7¢%i +0,5¢°j. Uréte velkost’ sily pdsobiacej na bod.
(14,06 N)
Priklad 2.16
Pohyb hmotného bodu o hmotnosti m =8 kg v horizontalnej rovine (xy) je urceny
parametrickymi rovnicami x=0,05¢, y=0,3t". Uréte velkost pdsobiacej sily na bod
vlase t,=4s
(10,73 N)
Priklad 2.17

Hmotny bod o hmotnosti m =14 kg sa pohybuje po kruznici o polomere R =7 cm
s konStantnym tangencidlnym zrychlenim a, =0,5 ms ™~ . Uréte velkost’ pdsobiacej sily na

bod v Case t, =4 s, ak v Case ¢, =0 s je rychlost’ v, =0 ms™,

(10,63 N)

Priklad 2.18
Hmotny bod o hmotnosti m=1 kg sa pohybuje po kruznici o polomere r=2 m

s rychlostou v = 2¢ . Urcte vel'kost’ posobiacej sily na bod v case =1 s.

(2,83 N)

Priklad 2.19
K bremenu (povaZovanému za hmotny bod) je uchytend nit, za ktord bremeno
dvihame vertikdlne. Akym najmenSim zrychlenim musime bremeno (prostrednictvom nite)

dvihat’, aby sa nit’ pretrhla, ak jej sila pretrhnutia md velkost’ N = 42 N?
(4,2 ms?)

Priklad 2.20

V Sachte sa spusta rovnhomerne zrychlene vytah o hmotnosti m =280 kg. Za prvych

10 s prejde 35m. Urcte osovi silu v lane, na ktorom je vytah zaveseny.

(2548 N)
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Priklad 2.21

Auto o hmotnosti m=1000 kg sa pohybuje po vypuklom moste (vo vertikélne]

rovine) rychlostou v =10 ms". Polomer krivosti mosta je p =50 m. Uréte silu, ktorou

auto pdsobi na most v momente prechodu cez stred mosta.

(7800 N)
Priklad 2.22
V kabine vytahu je bremeno. Jeho silu, ktorou posobi na podlahu kabiny vieme urcit’.
Pri pohybe kabiny hore zrychlene, je to sila 51 N, pri rovnhomernom pohybe sila 50 N. Aké
bolo zrychlenie kabiny.
(0,186 ms”)
Priklad 2.23
Pohyb hmotného bodu o hmotnosti m=0,2 kg v rovine (xy) je urCeny
parametrickymi rovnicami x =3cos(27¢), y=4sin(zt). Uréte zlozky sily pdsobiacej na
hmotny bod v zavislosti od polohy bodu.
(F,=-0,078xN, F, =-0,018y N)

2.6 Priklady (nepriama uloha dynamiky)
¢ pozname sily, hPadame pohyb
Obratend uloha dynamiky. Inverznd dloha dynamiky.

Priklad 2.24

Bremeno (budeme ho povaZovat za hmotny bod) je hodené (vystrelené a pod.) pod

uhlom S k horizontu zadiato¢nou rychlostou v,. Uréte rovnicu trajektdrie jeho pohybu.
Odpor vzduchu zanedbajte.

Dané hodnoty: m =0,5 kg, v, =5 ms ™, B =30°
1. Uvolnenie

Hmotny bod sa pohybuje vo vertikdlnej rovine xy, pricom na neho posobi sila

vlastnej tiaze G . Ide o centrdlnu rovinnd sustavu. Jeho pohyb je krivociary, rovinny,

zrychleny.
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AN

0 X
Obr.2.16

2. DPR — hmotny bod ma v rovine dva stupne vol'nosti, preto mdZeme napisat’ najviac dve
linedrne nezavislé DPR v smeroch osi x,y s vyuZitim Newtonovho zdkona sily
x...max=ZFix, y...mayzZFiy,
po dosadeni
ma. =0, ma, = -G,
po Uprave a ak oznacime a, =X, a, =y, budd mat’ DPR tvar

=0, j=——"=—g.
m

Aby sme sa dostali k rovnici trajektérie, t.j. k funkcii y = f(x), potrebujeme poznat’
parametrické rovnice pohybu hmotného bodu v smeroch osi x,y. Ziskame ich, ak budeme
DPR riesit’ ako diferencidlne rovnice druhého radu.

Su dve moznosti rieSenia — s vyuZitim neurCitého integrdlu a s vyuzitim urcit€ho
integralu.

a) Riesenie diferencidlnych rovnic s vyuzitim neuréitého integralu

x=0, y=-g.
Postupne tieto diferencidlne rovnice integrujeme (parametrom je ¢as ¢ )
x=C,, y=-gt+Cj,
t2
X:CII+C2, y=—g?+C3t+C4,

kde C,,C,,C,,C, su integratné konStanty. Tie ur¢ime z okrajovych podmienok a ked’Ze ide
o Casovu zdvislost’, mdZeme hovorit’ o zaciato¢nych podmienkach.

Tieto podmienky st vo forme otdzok typu — ¢o pozname, ¢o je dané, resp. o mdzeme
odhadnut’ (drdha, rychlost’, zrychlenie) a kedy, t.j. v ktorom ¢asovom okamihu.

Z obr. 2.16 je zrejmé, Ze na zaciatku casového intervalu (¢ =0), teda ked” je hmotny

bod v zaciatku sdradnicovej sustavy, je jeho drdha
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x =0, (1)
y=0, (2)
a zlozky jeho rychlosti v smeroch osi x a y st
x=v,cosf3, 3)
y=v,sinf. 4)
To znamen4, Ze zaciato¢né podmienky mdzeme zapisat’ nasledovne:
ak tr=0, potom x=0,
tr=0, y=0,
t=0, x=v,cosf3,
t=0, y=v,sinf.

Z tejto sustavy Styroch rovnic vieme ur€it’
C, =v,cosfB, C,=0, C,=vy,sinf, C,=0.
Potom parametrické rovnice pohybu hmotného bodu budu
x=v,tcosf3, (A)
l2
y:votsinﬂ—gz. (B)
Vylacenim parametra ¢ zrovnic (A), (B) vieme urcit’ rovnicu trajektérie pohybu

hmotného bodu, t. j. vztah medzi nezdvisle premennou x a zdvisle premennou y (napr.

vyjadrenim ¢ z rovnice (A) a dosadenim do rovnice (B)

. 2
xsin x

SELLI . S ©
cosff 2vycos” fB

Po dosadeni danych hodn6t bude rovnica trajektorie
y=0,577x- 0,2616x7,
¢o je rovnica kvadratickej paraboly obsahujica aj linedrny ¢len.

Ak chceme vypocitat’ maximdlnu vysku letu hmotného bodu, potom ide o tdlohu
urcenia lokalneho extrému funkcie (C), teda

— D _ 4 ()577x-02616x7)=0,
dr  dx

odkial x* =1,103 m, ¢o je stradnica x, kde dosahuje funkcia extrém a po dosadeni do

rovnice (C) uréime aj hodnotu funkcie (teda vy$ku) y* =0,318 m (obr.2.16).

33



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Ak chceme vypocitat’ pod akym uhlom k horizontu by bolo potrebné hadzat™ (striel'at’
apod.) hmotny bod tak, aby doletel ¢o najd’alej, potom ide o udlohu ur¢it” z rovnice

trajektorie (C) lokdlny extrém funkcie.

Z rovnice (C) vyjadrime
e 2v, cos 3-sin B
g b

pre urcenie lokdlneho extrému plati

, dx d(ngcosﬁ-sinﬂj_o

"B ap g

odkial

. 1
sinff=—,
=7
teda uhol S =45".

b) Riesenie diferencidlnych rovnic s vyuzitim ur¢itého integralu

Diferencialne rovnice

x=0, y =—g prepiSeme do tvaru
a, =0, a,=-g ,oznatme
dv, dv, ‘o .
=0, = —g , separdciou premennych
dr dr
dv,_ =0, dv, = gdt, integricia obidvoch stran rovnic
Vi Vy t
fav, =0, [dv, =[dr, riesenim
vocos B Vo sin 8 0
v =v,cosf3, v, =v,sin S - gt, dalsfm oznacenim
dx d ) L .
o v,cos B, d—y =, sin f — gt , separdciou premennych
t t

X Y

jdx = jvo cos fdt, Idy = j(vo sin B — gt )t , rieSenim
0 0 0 0

2
. t
x=vytcosf, yzvotsmﬂ—gz.
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Dostdvame tie isté parametrické rovnice pohybu (A), (B) ako v predchddzajicom rieSeni
s vyuzitim neur¢itého integralu. Dal$f postup je rovnaky.
Priklad 2.25

Bremeno o hmotnosti m (povaZujeme ho za hmotny bod) sa pohybuje dole drsnou

naklonenou rovinou so zaciato¢nou rychlostou v,. Vypocitajte drdhu, ktort pritom prejde
zacas .

Dané hodnoty: v, = 2 ms™, #=30°, f =0,4.

1. Uvol'nenie

Na bremeno posobia sily tiaze G, zlozky Smykového odporu naklonenej roviny,

tangencidlna F, (orientovand proti pohybu), normdlovd F,. Tvoria centrdlnu rovinni

silovi sdstavu (CRSS/1), z coho vyplyva, Ze ide o pohyb hmotného bodu, priamociary
o ktorom budeme predpokladat’, Ze je zrychleny.

2. DPR

S vyuzitim Newtonovho zdkona sily pre hmotny bod vrovine (mad dva stupne

vol'nosti) vieme napisat’ v smeroch osi x,y dve DPR
x...maX=ZEy, y...may=ZFiy,
mi=Gsin f—-F,, m-0=F,—Gcosf.
V tychto dvoch rovniciach su tri nezndme (X, F}, F, ), takZe hl'addme d’al§{ vztah napr.

znamy Coulombov vztah F, = fF, charakterizujici Smykové trenie medzi bremenom

a rovinou a potom zo sdstavy troch rovnic vieme ur¢it’
mi =G (sin B — f cos B),
¥=g(sin B— fcos ).
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Aby sme sa dostali az k drdhe, potrebujeme riesit poslednd diferencidlnu rovnicu
(napr. s vyuzitim neurcitého integralu ) jej postupnym integrovanim

x=g(sin - fcosB)t+C,,
odkial’ po dprave

= g(sin S — fcosﬁ) +Ct+C,.

Integra¢né konsStanty urc¢ime zo zaciato¢nych podmlenok nasledovne:

ak t=0, potom x=0, odkiall C,=0,
=0, x=v,, odkial C,=v,,

potom parametrickd rovnica pohybu v smere osi x bude

= g(sin S — fcos,B) + Vot

odtial’ po dosadeni konkrétnych hodndt dostdvame prejdentd drdhu bremena x =10,02 m.

Priklad 2.26

Bremeno o hmotnosti m (povaZujeme ho za hmotny bod) sa pohybuje po drsnej
naklonenej rovine tak, Ze v bode 2 ju opusta a po pohybe vzduchom (jeho odpor

zanedbame) dopadd na vodorovnd podlozku v bode 3. Vypocitajte rychlosti v, a v,
v bodoch 2 a 3.

Dané hodnoty: v,,l,h, B, f,m.

Obr. 2.18
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a) Usek 1-2
1. Uvolnenie
Na bremeno poOsobf sila jeho tiaze G, zlozky Smykového odporu naklonenej roviny

F. F

., teda je to centrdlna rovinnd silova sustava, takZe bremeno mdéZeme povaZovat’ za
hmotny bod, ktory sa pohybuje priamociaro v rovine xy, pricom predpokladdme zrychleny
pohyb.
2. DPR

Pre hmotny bod v rovine, ktory méd dva stupne vol'nosti, vieme napisat’ dve linedrne
nezdvislé dynamické pohybové rovnice v smeroch osi x,y, napr. s vyuZitim Newtonovho
zékona sily

x...maX=ZFix, y...may=z}7iy,

ma, =Gcos f—F,, m-0=F, —Gsinj3,

odkial’ po dprave dostdvame
F, .
a,=gcosff——-, F,=Gsinf,
m
¢o sd dve DPR, v ktorych st tri nezndme (a_, F,,F, ). Z Coulombovho vztahu vyplyva, Ze
F, = fF, . potom
a, = gcosB— fgsin B =g(cos S~ fsin B).
Ak chceme urcit’ rychlost hmotného bodu v mieste 2, potom rieSime poslednd

diferencidlnu rovnicu (napr. s vyuZzitim urcitého integrélu):

a, =5 = glcos B~ £ sin B)

separdciou premennych a integraciou

Vs ]

J.dvx = I(cosﬁ—fsinﬁ)dt,

V| 0
bude

v, = g(cos B— fsin B)t+v,.
V tomto vztahu vSak eSte nie je zndmy ¢as ¢ pohybu hmotného bodu z miesta 1 do miesta
2, preto vyuzijeme d’al§iu moznost’ dopisania potrebného poctu rovnic na zdklade zndmych
hodnot kinematiky pohybu. Napr. v Case ¢, je bod v mieste 2, teda prejde zndmu dréhu /,

takZe potom
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dx .
v, =d—=g(cos,5—fsm,5) t+v,
t
separaciou premennych a integraciou dostaneme

'[dx =]L[g(cos,5—fsin,5)]dt,

odkial
t2
I =g(cos B- fsinﬁ)é+ vt .

Ked’Ze v tejto rovnici je nezndmou Cas ¢,, ide o kvadratickud rovnicu, ktorej korene su

2v, ( 20, jz 21
— + -4
" gleosp—rsinp) V\sleosp—fsinf)) " gleosp— fsinf)

tl(*,**) - 2 .

Potom rychlost’, ktord hmotny bod dosiahne v mieste 2 je
v, = gcos B— fsin B)1, +v,.

Pri rieSeni pohybu na tseku 1-2 bolo potrebné k dvom DPR dopisat dalSie dve
podmienky (rovnice), pretoZze vrovniciach sa vyskytovali Styri nezndme veliCiny
(a,F,F,,cas t). Jednu podmienku sme napisali z vyuZitia znalosti o pasivnych odporoch
(Coulombov vztah) a druhii podmienku sme napisali s vyuZitim danych (zndmych)

kinematickych veli¢in (drdha [ v Case ¢,).

s

b) Usek 2-3

1. Uvolnenie

Na bremeno pdsobi len sila vlastnej tiaze (odpor vzduchu zanedbame). Je to

priamkova silova sustava, takZze ide o pohyb hmotného bodu, ktory sa v rovine xy
pohybuje krivociaro, zrychlene. Stradnicovu sistavu x,y na tomto dseku volime odliSni
od sdradnicove] sustavy na useku 1-2, pricom kladnd orienticia osi y je totoZnd
s orientdciou gravitacného zrychlenia.

Hmotny bod m4 pri dopade v mieste 3 vyslednu rychlost’ v,, ktord m4 smer dotyc¢nice

k trajektorii. Vektor tejto rychlosti mo6Zeme rozloZit' na zlozky v,, a v, v smere osi x,y.
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2. DPR

Pre hmotny bod, ktory ma v rovine dva stupne vol'nosti, vieme napisat’ dve linedrne

nezavislé dynamické pohybové rovnice, v smeroch osi x,y s vyuZitim napr. Newtonovho

zakona sily

x...max=ZFl.x, y...may=z]7,-y,

po dosadeni a iprave

a =0, a,=g.
Aby sme sa dostali k zloZzkdm rychlosti v, , v, , potrebujeme rieSit tieto

diferencidlne rovnice. Pri rieSeni vyuzitim neurcitého integralu dostdvame

ax=0, ay:ga
=0, y=g.
x=C, y=gt+C,.

Integracné konStanty uré¢ime zo zaciato€nych podmienok nasledovne:
ak t=0, potom v =x=v,cosff, odkial C,=v,cosf,
t=0, potom v =y=v,sinf, odkial C,=v,sinf.
Potom zlozky a rychlosti v smeroch osi x,y sd
v, =v,cosf3, v, =gt+v,sinf.
Opidt’ ndm tu vystupuje aj tretia nezndma, t. j. ¢as ¢ pri pohybe hmotného bodu
z miesta 2 do miesta 3. VyuZijeme zndmu drdhu v smere osi y (vysku) t. j.
h,=h—Icosf.
Po d’alSej integracii rovnice
v, =gt+v,sinf,

_d

; =gt+v,sin 3,
Y dr 2

v

Iy f
J.dy = '[(gt+v2 sin ) dt
0 0

dostavame

2

h, =h—lcosﬂ=g%+v2t2sinﬂ

a z tejto kvadratickej rovnice vypocitame ¢as 1, .
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Potom je moZné urcit’ vyslednu rychlost dopadu hmotného bodu v mieste 3:

_ |2 2
V3— V3x+V3y.

Kombinéciou réznych zoskupeni stiborov zndmych vstupnych hodndt je mozné riesit’
aj iné ulohy napr. za aky cas prejde hmotny bod z miesta 1 do 2 resp. z2 do 3, v akej

vzdialenosti na podloZku dopadne a pod.

Priklad 2.27

Dole drsnou naklonenou rovinou spustime bremeno (povazujeme ho za hmotny bod)
zaciato¢nou rychlostou v,. Vypocitajte, za aky ¢as prejde drdhu x;.

Dané hodnoty: v, =0 ms™, #=20°, f=0,1.

a) rieSenie s vyuzitim Newtonovho zdkona sily

Obr.2.19

1. Uvol'nenie

Na bremeno posobi sila jeho vlastnej tiaze G, zlozky Smykového odporu naklonenej
roviny F,,F,, ¢o predstavuje centrdlnu rovinnd silovi sdstavu. Pohybovat’ sa teda bude
hmotny bod a to v rovine xy, priamociaro, pricom budeme predpokladat, Ze pdjde
o pohyb zrychleny.

2. DPR

Pre hmotny bod v rovine vieme napisat’ dve linedrne nezavislé dynamické pohybové

rovnice, v smeroch osi x, y

m...max=ZFix, y...may=ZE.y,

po dosadeni
mi=Gsinf—F,, m-0=F,—Gcosf3.

V tychto dvoch rovniciach sd tri nezname (F,,Fn,)'c'), preto hladdme d’al§i vztah

(rovnicu) napr. Coulombov vztah F, = f F, . Po jeho dosadeni do DPR dostdvame
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mi = G(sin - f cos ),
%= g(sin 8- fcos ).

Aby sme sa dostali az k drdhe, potrebujeme rieSit’ diferencidlnu rovnicu (napr.
s vyuZitim neurc¢itého integralu):
¥=g(sin B— fcos B),
x=g(sin B— fcos B +C,,
t2
x= g(sin,B—fcos,B)?+Clt+C2.
Na urcenie integraCnych konstant C,,C, a nezndmeho Casu ¢ (tri nezndme)

potrebujeme asponi tri zaciatocné podmienky:

ak t=0, potom =0,
t=0, x=0,
r=t, X=x,.

Pre tieto zaciato¢né podmienky dostdvame

C =0, C,=0, t = - )
\/g(sm,B—fcos,B)

b) Riesenie s vyuzitim vety o zmene hybnosti

1. Uvolnenie
Pri uvoliiovani postupujeme rovnako ako v predchddzajicom rieSeni (obr.2.19).
2. DPR
KedZe ide o hmotny bod v rovine, vieme napisat’ dve dynamické pohybové rovnice,
tentoraz s vyuzitim vety o zmene hybnosti:
] ]
X...my_ —my, = j(z E.x)dt , yo..my, —my, = j(z Fiy)dt .
0 0
Hmotny bod sa pohybuje len v smere osi x, ¢o znamend, Ze v, =v, =0, potom

O=](ZFiy)dt,

0=(F,—GcosB),.
KedZe ¢, # 0, potom musi platit’
0=F,—Gcosf,

¢o predstavuje staticki podmienku rovnovéhy.
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Ked'Ze v smere osi x je v,, =0, potom DPR bude
mv, —0=(Gsin f—F)1,,
¢o predstavuje rovnicu s dvomi nezndmymi (F,] .1 )
Po dosadeni Coulombovho vztahu F, = f F, do DPR dostdvame

mv, =(Gsin S - fGcos f)1,,
odkial

2x,
t, = . :
g(sin B — f cos 8)
Priklad 2.28

Po drsnej naklonenej rovine spistame bremeno, ktoré mdZeme povazovat’ za hmotny

bod, zaciatocnou rychlost'ou v,. Akt bude mat’ bremeno rychlost’ po prejdeni drahy x, ?
Dané hodnoty =40° v,=0ms™", x, =5m, f=0,3

a) RiesSenie s vyuzitim Newtonovho zdkona sily

1. Uvolnenie
Na bremeno pdsobf sila jeho vlastnej tiaze G, zloZky Smykového odporu F, ,F, ,

ktoré tvoria centrdlnu rovinnu silovu sustavu, takZe hmotny bod sa pohybuje priamociaro

v rovine xy v smere osi x, pricom predpokladdme zrychleny pohyb.

Obr.2.20

2. DPR

Pre dva stupne volnosti hmotného bodu v rovine vieme napisat dve dynamické

pohybové rovnice v smeroch osi x,y
x...mﬁzZFix, y...mj}=ZEy,
kedZe y =0, potom po dosadeni a tiprave

mx=Gsin - F,, 0=F,-Gcosp.
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V tychto dvoch rovniciach si tri nezndme (F,,F,,x), takZe musime pouZit

Coulombov vztah F, = f F,

n 2

potom

mic'zG(sin,B—fcos,B),
¥=g(sin B— fcosB).

RieSime diferencidlnu rovnicu (s vyuZitim neurcitého integrélu)

¥=g(sin B— fcosfB),
x=g(sinf— fcos B)t+C,,

2
x=g(sin,8—fcos,8)%+C]t+C2.

Na urcenie integracnych konstant C,,C, a nezndmeho casu ¢, potrebujeme asponl tri

zaciatoné podmienky:

ak r=0, potom x=0,
t=0, x=0,
r=t, X=X

Pre tieto zaciato¢né podmienky dostdvame

2
C =0, C, =0, xlzg(sin,é’—fcos,é’)%

odkial

V= \/leg(sin,B—fcos,B) =6,36ms".

b) RieSenie s vyuzitim vety o zmene kinetickej energie

1. Uvolnenie

Pri uvoliiovani postupujeme rovnako ako v predchddzajicom rieSeni (obr.2.20).

2. DPR

Pre hmotny bod, ktory m4 v rovine dva stupne vol'nosti, mdZeme napisat’ najviac dve

linearne nezavislé dynamické pohybové rovnice v smeroch osi x,y. Ak pouZijeme vetu

o zmene kinetickej energie

potom DPR v smeroch osi x,y budi

1 1
X...—my? ——mvé =IF dx,
2 X 2 X g X
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1, 1 5
y...Emvy —Emvoy = J.Fl.ydy.
Ak si uvedomime, Ze v smere osi y sa pohyb nekond, potom dy =0, v =v ,=0, a teda
veta o zmene kinetickej energie nie je pouZziteI'nd pre napisanie DPR v smere osi y .

V smere osi x bude

1 1 .
x...Emvf_ —Emvgx =(Gsinf—F)) x,
V smere osi y napiSeme DPR s vyuZzitim Newtonovho zdkona sily:
y...ma, = ZE.y ,

pricom ak a, =0, potom
0=F,—cosf
je vlastne statickd podmienka rovnovahy.

Po tprave a dosadeni Coulombovho vztahu F, = f F, bude

%mv2 = G(sin B~ f cos B)x,,
odkial
Y= \/2x]g(sin,3 —f cos,B) =6,36ms™".
Priklad 2.29

Bremeno, ktoré modZeme povazovat za hmotny bod, sa s nulovou zaciato¢nou
rychlostou pohybuje po Sikmej hladkej ploche tak, Ze v bode A prejde na hladkd kruhovi
drdhu. Vypocitajte, z akej vysky & ho musime spustit, aby sa dostal aZz do bodu B

rychlostou v, .

Dané hodnoty: v,, R.

Obr.2.21
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a) RieSenie s vyuzitim zdkona o zachovani mechanickej energie

1. Uvolnenie

Na bremeno pdsobi sila jeho vlastnej tiaze G a normélova zloZka reakcie naklonenej

roviny F,. Hmotny bod sa pohybuje v rovine xy, priamociaro v smere osi x, zrychlene.
2. DPR

Vyuzijeme vetu o zachovani mechanickej energie. Za hladinu nulového potencidlu
zvolime horizontélnu linku na drovni bodu A (znak ¥). K tejto hladine budeme vzt'ahovat

vzdialenosti (vySky) pre urcenie potencidlnej energie.

Veta o zachovani mechanickej energie sa da zapisat’ v tvare
Eq+Ep =Eg, +Epy,
kde E,,E, si Kkinetickdi a potencidlna energia hmotného bodu v miestach

(¢asovych okamihoch) ,,1* a ,,2, t.j. v bodoch C a B.

Potom DPR bude
1 | B
Emvc +mgh = EmvB +mg2R,

odkial’ pre v. =0 dostdvame
2

h=2R+-5 .
2g

Podmienkou aby hmotny bod ,nespadol* vplyvom vlastnej tiaze z kruhovej dréhy
eSte pred dosiahnutim bodu B je, aby odstrediva sila v mieste B (pri pohybe po kruhove]

dréhe) bola prinajmenSom rovna vlastnej tiazi, teda

F 2G,
ma, 2 mg ,
v; 5
mEZG = vy 2 gR,

potom minimdlna vyska h, z ktorej musime spustit bremeno, aby dosiahlo bod B

a nespadlo pritom od dréhy, bude

2
he2R+VE o e
2g

b) Riesenie s vyuzitim vety o zmene kinetickej energie

1. Uvolnenie

Pri uvol'fiovani postupujeme rovnako ako v predchddzajicom rieSeni (obr.2.21).
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2. DPR

Veta o zmene kinetickej energie pri pohybe hmotného bodu medzi miestami C a B

sa d4 napisat’ v tvare

1 1
Emvg —Emvé = ZA, ,

1

kde rychlost’ v, =0ms™ .

Préaca sily G pri jeho pohybe od bodu C do bodu A bude dand vztahom
A =Gh,
a pri pohybe z bodu A do bodu B
A, =G2R.
Normdlovéd zlozka F, reakcie podlozky je kolma na drdhu pohybu, takZe pracu

nevykonéva.

Potom celkova praca sil posobiacich na hmotny bod bude dand sictom
> A =Gh—G2R=G(h-2R).

Po dosadeni do vety o zmene kinetickej energie dostivame
%mvz =G(h-2R),

odkial

2
h=2R+-2
2g

Dalsi postup je rovnaky ako v predchadzajiicom rieseni tohto prikladu.

¢) RieSenie s vyuzitim Newtonovho zdkona sily a vety o zachovani mechanickej energie

RieSenie rozdelime na rieSenie pohybu hmotného bodu na dvoch tsekoch. Na pohyb
zbodu C dobodu A apohyb zbodu A dobodu B.
Usek C—A:
1. Uvolnenie: pozri obr. 2.21

2. DPR: S vyuzitim Newtonovho zdkona sily, v smere osi x, y

x...max=ZE.x, y...may=ZE.y.

Ak a,= 0, potom

gax =Gsinf, (1)
8
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0=N-Gcosf, 2)

Pozndmka: Cislovanie rovnic plati len pre tento priklad.

V tychto dvoch rovniciach st dve nezndme a_, N .

Aby sme sa prepracovali az k vypoctu vysky &, musime najprv riesit diferencidlnu
rovnicu (1), z ktorej ur¢ime rychlost bodu v mieste A. S vyuZitim neurcitého integrédlu:
X=gsinf,
x=gtsinf+C,,

2

x=g%sin[)’+C1t+C2.

Sformulujme zaciatocné podmienky:

ak t=0, potom x=0, 3)
(=0, i=v, =0, )
1=t,, xX=x,. 5)

Z rovnic (3), (4), (5) ur¢ime integra¢né konstanty

2
C =0, C,=0, xlzg%‘sinﬁ,

2x,
I, = - .
\ gsin B

Potom rychlost’ hmotného bodu v mieste A bude
. . . . 2 .
v,=x=gt,sinB+C, =gt,sinf=gsinf / ,xlﬁ =,/2x,gsinf,
g sin

odkial’ po dosadeni za sin = 1 (pozri obr.2.21) dostdvame
X

odkial

v, =+28h.
Usek A—B:
1. Uvolnenie: pozri obr. 2.21

2. DPR
VyuZijeme vetu o zachovani mechanickej energie pri pohybe medzi bodmi A a B
1 1
Emvf1 +mg-0= Emvé +mg2R,

odkial
v:=v, +4gR. (6)
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Ak vychddzame z tvahy, Ze hmotny bod sa vplyvom vlastnej tiaZze nesmie odputat’ od
drahy este pred dosiahnutim miesta B, potom musi byt splnend podmienka, ktord sme

odvodili v rieSeni a) tohto prikladu:

vé 2gR.
Po dosadeni do rovnice (6) dostavame
2gh>gR+4gR,
odkial’
2R
Priklad 2.30

Bremeno o hmotnosti m sa pohybuje dole hladkou naklonenou rovinou ( 8=25°).
Vypocitajte jeho zrychlenie.
(4,15 ms?)
Priklad 2.31

Bremeno sa pohybuje dole drsnou naklonenou rovinou ( f =0,3; f=40°). Uréte jeho
zrychlenie.
(4,05 ms™)
Priklad 2.32
Hmotny bod o hmotnosti m =5kg sa pohybuje pod vplyvom sil F; =3N, F, =10N.
Vypocitajte zloZku zrychlenia v smere osi x.

F,
30° F,

0 r‘ﬁ: x

Obr. 2.22

(1,13 ms?)
Priklad 2.33

Hmotny bod o hmotnosti m=9kg sa pohybuje v priestore za pdsobenia sily
F =5i+6j+ 7k . Vypocitajte jeho vysledné zrychlenie.
(1,17 ms™)
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Priklad 2.34
Cln o hmotnosti m =200kg po zastaveni motora sa pohybuje priamoéiaro, priom na
neho podsobi sila odporu vody F, =4v>. Vypoéitajte zrychlenie (spomalenie) ¢&lna
v momente, ked’ m4 rychlost v=>5ms™
(-0,5 ms?)
Priklad 2.35
Bremeno o hmotnosti m=20kg padd k Zemi, odpor vzduchu je F, =0,04v>.
Vypocitajte maximdlnu rychlost’ pidu bremena.
(70 ms™)
Priklad 2.36
Bremeno o hmotnosti m =1kg sa zacne pohybovat’ z pokoja dole drsnou naklonenou
rovinou pod vplyvom vlastnej tiaze. Vypocitajte najvacsiu rychlost” bremena, ak odpor
proti pohybu je imerny sile Fj, =0,08v.
(41,9 ms™)
Priklad 2.37
Hmotny bod sa pohybuje po hladkej naklonenej rovine z pokoja pod vplyvom vlastnej
tiaze. Vypocitajte, za aky ¢as prejde drahu 30 m.
(5,93 s)
Priklad 2.38
Bremeno o hmotnosti m =200kg sa zacne pohybovat z pokoja hore hladkou

naklonenou rovinou pod vplyvom sily F =1kN, ktord je rovnobeznd s naklonenou

rovinou. Vypocitajte Cas, za ktory bremeno prejde drdhu 8 m.

(4,33 s)
Priklad 2.39
Hmotny bod o hmotnosti m=900kg sa pohybuje po hladkej vodorovnej podlozke
priamociaro pod vplyvom sily F =270¢. Vypocitajte rychlost’ bodu v ¢ase ¢, =10, ak pri
t,=0 je v, =10ms™.

(25ms™)
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Priklad 2.40
Hmotny bod o hmotnosti m =25 kg sa pohybuje priamociaro, vodorovne po hladkej
podlozke pod vplyvom sily F =20z . Vypocitajte jeho drdhu v Case f, =4 s.
(8,53 m)
Priklad 2.41
Bremeno o hmotnosti m =1kg padd pod vplyvom vlastnej tiaZze, odpor vzduchu je
urceny silou R =0,03v. Ak4 je najvicsia rychlost’ padu?
(327 ms™)
Priklad 2.42
Hmotny bod o hmotnosti m =2 kg sa pohybuje v smere osi x po hladkej vodorovnej
rovine pod vplyvom sily F = 5¢os(0,5¢). Vypocitajte jeho rychlost’ v Case t,=4s, ak pri
t,=0sje v,=0ms".
(4,55 ms™)
Priklad 2.43
Hmotny bod o hmotnosti m =20kg sa pohybuje priamociaro v smere osi x po
vodorovnej podlozke, pric¢om na neho pdsobi odporova sila R =0,2v>. Za aky &as sa jeho
rychlost’ zmeni z 10 ms™ na 5 ms™?
(10s)
Priklad 2.44

Hmotny bod sa pohybuje po hladkej vodorovnej podlozke pod vplyvom sily
F =97 + 8n. Urcte jeho hmotnost’, ak jeho zrychlenie je a =0,5 ms”.
(24,08 kg)
Priklad 2.45
Hmotny bod o hmotnosti m =2kg sa pohybuje po hladkej vodorovnej podlozke pod
vplyvom sily F =3t + 4n . Vypocitajte jeho vysledné zrychlenie.
(2,5 ms™ )
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Priklad 2.46

Vypocitajte €as a vzdialenost, na ktorej zastavi vagén brzdeny silou o velkosti 0,3

nasobku jeho tiaZe. Na za¢iatku ma rychlost’ 10 ms .
(t=3,4s, x=17m)
Priklad 2.47
Hmotny bod sa pohybuje dole drsnou naklonenou rovinou (B =30, f=0,1) so

zaciato¢nou rychlostou v, =15 ms” pod vplyvom vlastnej tiaze. Za aky Gas sa zastavi
a akud drdhu pri tom prejde?

(t,=2,61s, x=19,57m)

2.7 Relativhy pohyb hmotného bodu

Ak vySetrujeme pohyb hmotného bodu vo vzt'ahu k inému sa pohybujicemu objektu,

potom hovorime, Ze hmotny bod vykondva relativny pohyb.

Dynamické pohybova rovnica hmotného bodu vo vektorovom tvare je

ma, =F +F +F_,

kde a, je zrychlenie relativneho pohybu hmotného bodu,
F, vyslednd vonkajSia sila pdsobiaca na hmotny bod,
F,=—-ma, zotrvacnd sila unaSavého pohybu hmotného bodu,
F.=-ma_ Coriolisova zotrvacnd sila,
a, zrychlenie undSavého pohybu hmotného bodu,
a, Coriolisové zrychlenie.

Po rozpisani vektorovej dynamickej pohybovej rovnice dostaneme sustavu

dynamickych pohybovych rovnic (zloZkovych) v smeroch osi stiradnicového systému.
2.7.1 Priklady (Relativhy pohyb hmotného bodu)
Priklad 2.48

Tuhd plochd doska sa otd¢a okolo osi z, uhlovou rychlostou @. Po jej hrane sa vo

vedeni pohybuje gul'6cka M o hmotnosti m uchytend v spodnej Casti pruZinou o tuhosti
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k. Urcte rovnicu trajektérie relativneho pohybu guldcky M , jeho polohu a rychlost
v Case f,. Pasivne odpory zanedbajte.

1

Dané hodnoty: m=0,0lkg, @=xrads , F=30°, t =02s, x,=03m,

X, = 2ms™', k =INm™, I[,=02m, r=02m.

Obr. 2.23

1. Uvolnenie
Vo vSeobecnom ¢asovom okamihu (v polohe x) na gul'6cku M pdsobi sila jej tiaze
G, odstredivé sila F, , Coriolisova sila F,, zlozky reakcii vedenia N . N asila v pruzine
F . Zvolime sdradnicovy systém x,y,z. Gul'dcka sa pohybuje v smere vedenia, teda
v smere osi x (relativny pohyb), doska sa otd¢a okolo osi z, (uniSavy pohyb), gul'dcka sa
pohybuje voci nepohyblivému zdkladu (vysledny pohyb).
2. Dynamické pohybové rovnice (DPR)
Ak undSavy pohyb (rotdcia okolo stélej osi rotdcie z,) je rovnhomerny (@ = konst.),
potom DPR relativneho pohybu gul’'6¢ky (hmotného bodu) je
xX..ma, = Z(sz +F, + FO),
kde F, je odstrediva sila,
F.  je Coriolisova sila,
F, st zloZky dalSich vonkajsich sil (reakcia vedenia, tiaz G) v smere osi x.
Pre odstredivu a Coriolisovu silu plati

F, =ma, = ma’'r, = ma@*(r + xsin ),

F. =ma, =m2®@v,sin f =2mao X, sin f.

52



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Potom DPR v smere osi x bude
mi=—-GcosB—F +F,sinf3,
kde F =k(x- lo) je sila v natiahnutej pruZine, potom
mi =—Gcos B—k(x—1,)+ ma’(r + xsin B)sin S .

Po tprave dostaneme

5&+[£—(02sinz,b’sza)zrsinﬂ—gcos,b’+%. (1)
m m

RieSenie rovnice (1) predpokladdme v tvare x = x, +x,,
kde x, je vSeobecné rieSenie odpovedajicej homogénnej rovnice,

X, je partikuldrne rieSenie.

Charakteristickd rovnica homogénnej diferencidlnej rovnice je

/12+(£—wzsin2,6j=0

m

Ay =@ sinzﬁ—£ =19.875i, i=+-1.
m

VSeobecné rieSenie homogénnej rovnice je v tvare

x, = e”[C, cos(Br)+ C, sin(Br)] = Ce™ sin(Sr + @),

a jej korene

kde A,=atib,
teda
x, = €°[C, cos(9,8751)+ C, sin(9,875¢1)]
x, = C, cos(9,875t)+ C, sin(9,875¢).
Partikularne rieSenie je
a)zrsinﬂ—gcosﬂ+&

xzzB: m :0,128m

k .
~ —’sin*
m

Potom vysledné rieSenie diferencidlnej rovnice (1) je

x = C,cos(9,875t)+ C, sin(9,875¢)+ 0,128 . )

Jeho derivéciou podl'a ¢asu ¢ dostdvame

% =-9,875C, sin(9,875¢) +9,875C, cos(9,875t)  (3)
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Integrac¢né konStanty ur¢ime z nasledovnych zaciato¢nych podmienok:
ak  t=0 potom  x,=0,3m, x,=2ms".
Po ich dosadeni za t =0 do rovnic (2) a (3) dostavame
x, =C,+0,125
x, =9,875C,,
odkial
C, =0172,
C, =0,202.
Potom rovnica trajektdrie relativneho pohybu (parametrickd rovnica pohybu gul'6¢ky

v smere osi x ) bude

x=0,172cos(9,875¢)+0,202sin(9,875¢) + 0,128,

a rovnica rychlosti
% =—1,69sin(9,875¢) +1,99¢0s(9,875¢).

V &ase t, =0,2s je x-ovd stradnica gul'd¢ky x = 0,246m a rychlost’ x =2,33ms™.

Priklad 2.49

Rurka sa otd¢a uhlovou rychlostou @ auhlovym zrychlenim & okolo osi z,
vrovine x,y,. V nej sa pohybuje bremeno o hmotnosti m, ktoré sa na zaciatku ¢asového
intervalu nachadza v bode A(xo, Yo ). Uréte rovnicu trajektérie relativneho pohybu bremena

vzhl'adom na rirku. Pasivne odpory pri rieSeni zanedbajte.

Obr. 2.24

1. Uvol'nenie

Vo vSeobecnom Casovom okamihu pdsobi na bremeno sila jeho tiaze G, reakcia

rirky F., undSava sila F, a Coriolisova sila F,. Rirka vykondva rotacny pohyb okolo osi

z, uhlovou rychlostou @ a uhlovym zrychlenim & (undSavy pohyb). Sticasne sa vo vnitri
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rirky, t.j. v smere osi x, posiiva bremeno (relativny pohyb). Voc¢i nepohyblivému okoliu

bremeno kond vysledny pohyb. S rirkou spojime suradnicovy systém Oxy .
2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR)

Vo vektorovom tvare je

ma, =G+F +F +F_,

kde G je tiaZ bremena,
F. reakcia rarky,
F,=—-ma, unéSavdsila,
F.=-ma_ Coriolisova sila.

V zlozkovom tvare bude DPR v smere osi x

mx =-—mg sin(a)t)+ ma'x,
odkial’ po dprave dostdvame
¥—'x = gsin(ar),
¢o predstavuje homogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu druhého radu. Jej rieSenie je
zloZené zo vSeobecného a partikuldrneho rieSenia v tvare

8

2sina)t.
w

x=Ce” +C,e™ + 5

Pre zaciato¢né podmienky 7 =0, x = x,, X, =0 budd integracné konStanty

20’ x, + 20°x, +
C=x -8 =078

i¥p)) ¥

Potom rovnica drahy (parametrickd rovnica pohybu v smere osi x) relativheho pohybu

bremena je

2 2
x= xo—m e“’+2a) Y8 oy g2 sin ax .
dw Y0 2
Priklad 2.50

Gul'dcka M o hmotnosti m sa pohybuje rychlostou v vo vertikdlnej rirke, ktord sa
so zdvesom otdca uhlovou rychlostou @ okolo osi z. Ur€te zotrvacnu silu pdsobiacu na
gul'd¢ku.

Dané hodnoty: m =0,2kg, v=19,62ms™, [ =0,5m, @=5rad.s™
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z
S
© M
IeLJ
Obr. 2.25
(2,5N)
Priklad 2.51

Rurka sa ota¢a okolo osi z kolmej na vodorovnu rovinu podl'a parametrickej rovnice

@ =@(t). Vrarke sa pohybuje guldcka M o hmotnosti m v smere osi rdrky podla
parametrickej rovnice x = x(z). Vypocitajte velkost” Coriolisovej sily poOsobiacej na

gul'd6¢ku v ¢asovom okamihu .

Dané hodnoty: ¢ =1>, m=0,1kg, x=0,2¢", 1, =1s.

(0,24 N)
Priklad 2.52

Kabina vytahu o hmotnosti m sa pohybuje hore so zrychlenim a. Vypocitajte silu

v pruZine, na ktorej je zavesena.

Dané hodnoty: a =0,5¢, G=100N.

i

I
Obr. 2.27

(150N)
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Priklad 2.53

Gul'd¢ka M o hmotnosti m, sa zrelativneho pokoja bude pohybovat” po hladkom
povrchu klina, ktory sa pohybuje priamociaro vodorovne konStantnym zrychlenim a, .
Urcte rychlost’ gul'ocky v Case ¢, .

Dané hodnoty: a =3,5ms™, t, =5s, =20°.

(0,33Ims™)
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3 DYNAMIKA SUSTAV HMOTNYCH BODOV (SHB)

3.1 Pohybové rovnice SHB

Sustava hmotnych bodov (SHB) je mnoZina bodov v priestore, ktorych poloha sa

meni navzdjom, aj vzhl'adom na vzt'azny priestor.

Na i-ty hmotny bod M, sidstavy s hmotnostou m,, ktorého poloha je urfend
polohovym vektorom r; vzhl'adom na zaciatok suradnicového systému 0, x,y,z, posobia
sily:

a) vonkajsie F;, posobiace na sustavu zvonku,

b) vnitorné F,

;i » Ktorymi pdsobia na seba body sustavy.
Ak j-ty hmotny bod pdsobi na i-ty hmotny bod silou F; (j #1i), potom podra zakona

akcie a reakcie plati F;; =—F;; (obr.3.1).

z Mi(mi)
F, >F,
lﬂi
0 y
X
Obr. 3.1

Sustava vnutornych sil je rovnovazna, teda plati, Ze celkovy sucet vnutornych sil sa

rovna nule. Potom podmienky rovnovédhy vnutornych sil su
Z F; =0,
i
D rxF=0,  j#i.
i
Vztahy
Z:miai = ZFi ,
Zri Xma; = Zri xF, = ZM“, = ZMO ,

su vektorové pohybové rovnice sustavy.
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3.2 Vety o pohybe t'aziska SHB

Poloha t'aziska SHB je ur¢end vztahom

mry =Y mr,, (3.1)
kde m je celkova hrlnotnost’ SHB,
m, st hmotnosti jednotlivych bodov sustavy,
r; je polohovy vektor t'aziska sustavy,
r; su polohové vektory jednotlivych hmotnych bodov ststavy.

Po derivécii vzt'ahu (3.1) podl'a ¢asu bude
mvy =Y. myv;, (3.2)
kde v, je rychlost’ taziska SHB,
v, su rychlosti jednotlivych hmotnych bodov SHB.

Rovnicu (3.2) nazyvame tieZ prvd veta o pohybe taZiska SHB, ktord hovori, Ze

hybnost’ taziska SHB sa rovnd sti¢tu hybnosti jednotlivych hmotnych bodov sustavy.
Po derivécii vzt'ahu (3.2) podla ¢asu bude
may = ma; =) F, (3.3)
kde a; je zrychlenie taziska SHB,

a, st zrychlenia jednotlivych hmotnych bodov SHB.

Rovnicu (3.3) nazyvame druhd veta o pohybe taZziska SHB, ktord hovori, Ze

rovnovazny stav taziska SHB zmenia len vonkajSie sily pdsobiace na ststavu.

3.3 Hybnost’a moment hybnosti SHB
Hybnost’ SHB je urcend sictom hybnosti jednotlivych hmotnych bodov
H= Z:mivi .

Zmena hybnosti SHB za urcity ¢asovy interval je urcend suctom impulzov vonkajsich
sil v tom istom ¢asovom intervale

H-H,=1I, alebo
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Z:mivi —Z:miv0 :ZIFidt.

ltn

Moment hybnosti i-tého hmotného bodu k vztaznému bodu (napr. zaciatku
suradnicového systému) O je
L, =rxmyv,.
Zmena momentu hybnosti SHB k jej tazisku sa rovnd momentu vonkajSich sil
k tazisku
dL,
dt

Z(riT XmiaiT): Z(riT XFi)'

i i

3.4 Kineticka energia SHB

=M, resp.

Kinetickd energia SHB je urcend sictom kinetickych energii jednotlivych bodov

sustavy

E, = Z%miviz .

Po tprave dostdvame

2

¢o je vyjadrenie Konigovej vety, ktord hovori, Ze kinetickd energia SHB je ur¢end stictom

E, :lm v? +Z%mivl§ ,

kinetickej energie taZiska a kinetickej energie SHB pri jej pohybe vzhl'adom na jej
tazisko.

Dal$ou tdpravou sa dé definovat’ veta o zmene kinetickej energie SHB, ktor hovori,
ze zmena velkosti kinetickej energie SHB je ur¢end okamzitym vykonom pracovnych sil,
tJ.

dE,
dr

=E,—E., =A, ZjF v, =P

3.5 Priklady (SHB)
Priklad 3.1

Po vodorovnej hladkej (pasivne odpory zanedbdvame) podlozke sa pohybuje hmotny

bod m, stilou rychlostou v,, hmotny bod m, stilym zrychlenim a,, pricom smery

a orientdcie ich pohybu st urc¢ené. V Case =0 md bod m, rychlost’ v,, anachddza sa
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vbode A,, bod m, mi rychlost v,,=0ms’ a nachidza sa vbode B,. Vypolitajte

stradnice taZiska SHB, jeho rychlost’ a zrychlenie v Case t,.

Dané hodnoty: m, =2kg, m, =3kg, h=1m, [=3m, v, =3ms’, a, :1ms'2, 1, =3s,
B=60° y=30°

Y a;kon(
m,
P9 =kons§t
B, v,=Konst.
11,
h Y
Y
\ Y\A
| x, X
Xl
/
Obr. 3.2

a) RiesSenie derivovanim parametrickych rovnic

1. Uvol'nenie

Sily tiaze hmotnych bodov a normdlové zlozky reakcie podlozky st kolmé na
podloZzku a smery pohybov, nekreslime ich. Pasivne odpory zanedbdme. Oznacime

suradnice jednotlivych hmotnych bodov vo vSeobecnom c¢asovom okamihu, t..
X Y1, %5, Y, . Ide o sistavu hmotnych bodov (SHB), ktord sa pohybuje v rovine xy .
2. Urcenie polohy (stradnic) taziska SHB

Z obr. 3.2 je zrejmé, Ze siradnice hmotnych bodov st:

x, =l—vtcosy, y, =vtsiny,
2 2
a,t” . a,t
X, = 22 sin 3, y, =h+ 22 cosf3,

pretoZze hmotny bod m, vykondva priamociary pohyb stdlou rychlostou v,, hmotny bod
m, priamociary zrychleny pohyb zrychlenim a, .
Stradnice taZiska sdstavy uré¢ime zo vzt'ahov
mx, = Zm,.xi ,

my; = Zmiyi )
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odkial
2
a,t; .
Zmixl. . m, (I -vt, cos7)+m2[ 221 s1n,8j
: mx, +m,x
xT— L = 171 2772 = 20,4205m,
m m, +m, m, +m,
: at;
zmiyi s mv,t, siny+m, h+Tcos,B
- m m
y, = SLLPIL-D =3,75m.
m m, +m, m, +m,

3. Urcenie rychlosti taziska SHB

Derivaciou parametrickych rovnic pohybu taziska SHB podla ¢asu ziskame zloZky

rychlosti taziska SHB v smeroch osi x, y

dx 1 .
V=X, :—T:—[ml(—v1 cosy)+ m2a2t51n,3],
dt m +m,
. dy, 1 .
Vi =Yp =——=———|my,sin ¥ +m,a,t cos S,
v = Yr dr m]+m2[ Vi yt+m,a, IB]

odkial’ po dosadeni
vy =0519ms”, v, =15ms".
Vyslednd rychlost taziska SHB potom bude
vy = Vi + vl =1587ms™.
4. Urcenie zrychlenia taziska SHB
Derivaciou vztahov vyjadrujicich zloZky rychlosti taziska SHB v smeroch osi x,y

podl’a ¢asu ziskame zlozky zrychlenia taZiska SHB v smeroch tych istych osi

. . dv, 1 .
Ay =Vor =X = d; :m m (mzazsmﬁ)7
1 2
dv 1
. . yT
a,=v, =y, =——= (m,a, cos B),
e ST gy m, +m, 22

odkial’ po dosadeni
a,=0519 ms'z, a,; =03 ms?.

Vysledné zrychlenie taZziska SHB potom bude

_ 2 2 2
a, =,la;; +ay; =0,6ms™.

b) RieSenie s vyuzitim viet o pohybe t'aziska SHB

Z prvej vety o pohybe taZiska SHB v smeroch osi x, y
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my. = Zmivix >
i

my = Zmiviy ,
sa daju vyjadrit’ zlozky rychlosti taziska SHB
(m, +m, v, =—my, cosy+m,a,tsin 3,

(m, +m, )vyT =m,v, siny+m,a,tcos 3,

odkial
1 .
v, =———/(—my, cosy+mua,tsin B),
m, +m,
1 .
Vi = ———(myv, sin y + m,a,tcos B3).
m, +m,

Z druhej vety o pohybe t'aZiska SHB v smeroch osi x,y
ma , = Zmiam ,
ma,; =Zmiaiy ,
sa daju vyjadrit’ zlozky zrychleni taZiska SHBl

(m, +m,)a, =m, -0+m,a,sin B,

(m, +m, )ayT =m,-0+m,a,cos 3,

odkial
1 )
a,, = ———(mya,sin B),
m, +m,
a, = ;(mﬂz cos f3).
T om +m,
Priklad 3.2

Po hladkej vodorovnej rovine sa pohybuje hmotny bod m, krivociaro (po kruZnici)
stalym uhlovym zrychlenim @, a hmotny bod m, priamociaro zrychlene. Vypocitajte
polohu taziska SHB, jeho rychlost’ a zrychlenie v Case f,, ak v case 7,=0 je v, =0,

v, =0, bod m, sanachddzav A, abod m, v B,.

Dané hodnoty: m,,m,, ¢, a,, r, t,
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(0] m, a,=konst.

0=B, /AO T X

Obr. 3.3

a) RieSenie derivovanim parametrickych rovnic

1. Uvolnenie

Sily tiaze hmotnych bodov a normdlové zlozky reakcie vodorovnej podlozky su
kolmé na podlozku, nekreslime ich. PodloZka je hladkd, pasivne odpory zanedbdme. Ide
o stistavu dvoch hmotnych bodov v rovine xy.

Ozna¢ime suradnice jednotlivych hmotnych bodov vo vSeobecnom ¢asovom
okamihu, t.j. x, y,, X,,,.
2. Urcenie polohy (stradnic) taziska SHB

Z obr. 3.3 je zrejmé, Ze suradnice hmotnych bodov su

X, =1rcosQ, y, =rsing,
2
a,t
2
X, = v, =0
2 > 2 ’
2

pri¢om si uvedomime, Ze hmotny bod m, sa pohybuje po kruznici (zrychlene), teda uhol

2
pootocenia (o=m7, hmotny bod m, sa pohybuje priamociaro zrychlene a jeho drdha je

2
. at
uréend vztahom x = 7 .

Sdradnice taziska SHB ur¢ime zo vzt'ahov
mx, = Zm,.xl. ,
i
my, = Zmi Vi
i

odkial
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at’ a,t’
E m.x. m,r oS +m2
1771 2 2
: _ m, x, +m2x2 _

m m, +m, m, +m,

. (at?
Zml_yi mrsin| —— |+m, -0
_ i _my tnmy, _ 2

m m, +m, m, +m,

Yr

3. Urcenie rychlosti taziska SHB

Derivéciou parametrickych rovnic pohybu t'aziska SHB podla ¢asu dostaneme zlozky

rychlosti taziska SHB v smeroch osi x, y

. dx, 1 | at
vV, =X = | mmyrsin = ot +m,at |,

T _ml+m2

V.. =Y L mrcosal—tzat
or = dr m +m, ' 2 )N

Vysledni rychlost taziska SHB potom uréime zo vzt'ahu

_ 2 2
Vp =alVir tVip

4. Urcenie zrychlenia taziska SHB
Derivaciou vztahov vyjadrujdcich zlozky rychlosti taZiska SHB v smeroch osi x, y

podla Casu ziskame zloZky zrychlenia taZiska SHB v smeroch tych istych sil. Pri

derivovani berieme do tuvahy, Ze ide o deriviciu zloZenych funkcif a derivéciu sucinu.

.. dv, 1 at’ (o’
a, =V, =% = = —m,rcos -at - oyt +myr| —sin +m,a, ¢,
dt m +m, 2 2

L dvy 1 (aof? at’
a,=v, =y, = e m,r| —sin 5 oyt - oyt + myrcos 5 -,
t m +m,

Vztahy su zapisané tak, ako vySli z derivacii. Je zrejmé, Ze sa daji upravit' a
zjednodusit’.
Vysledné zrychlenie taziska SHB bude

_ [ 2 2
aT— axT+axT.

b) RieSenie s vyuzitim viet o pohybe t'aziska SHB

1. Uvol'nenie

Pri uvol'miovani postupujeme rovnako ako v pripade a) tohto prikladu.
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2. Urcenie suradnic taziska SHB

PouZijeme rovnaky postup rieSenia ako v pripade a) tohto prikladu.

3. Urcenie rychlosti taziska SHB

Z 1. vety o pohybe taziska SHB v smere osi x,y
my. = Zmivix >

myg = my,, .
i

odkial’ po dosadeni za

2
. . .| ot
le:vls1n¢=a)lrs1n¢=a]trsm( 12 J, v, =a,t,

a,t’
V), =V, COSQP = WrCcosP = a,trcos ik v,, =0,
dostdvame

1 [ ar?
Vg =— | —mirsin +m,a,t |,
m, +m, 2

1 ot
Vg =————"| ma,trcos 5

m, '|'I’I’l2

4. Urcenie zrychlenia taziska SHB

7. 2. vety o pohybe taziska SHB v smere osi x,y
ma,; = Zmiaix = (ml +m, )axT =-ma,, +m,a,,
i
ma.; :Zm,.aiy = (m1 +m2)ayT =ma,, +m, -0,
i

odkial’ po dosadeni za

2 2
_ _ . 2 _ . Cb’ll' 2,2 Cb’ll'
a,, =a, +a,, =arsin@+a rcosy =, rsin > + 0t rcos 5 )

2 2
_ _ 2 . _ Cb’ll' 2,2 . alt
a,, =a,, +a,, =0rcosQY— @ rsin@=a,rcos > —a; 't rsin ik

dostavame

1 [ at’ - at’
a,=———|—ma,rsin —m, ;1" rcos +m,a, |,
m, +m, 2 2
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1 ot o . (aif?
a, =———| mao,rcos —m, &, rsin .
Tomy+m, 2 2

Priklad 3.3

Po hladkej vodorovnej podloZke sa pohybuje hmotny bod m, rychlostou v,, hmotny
bod m, rychlostou v,.V €ase t =0 je stiradnica y, =-0,5 m. Urcte rychlost’ taZziska SHB
a rovnicu trajektérie, po ktorej sa tazisko SHB pohybuje.

Dané hodnoty: m, = 7 kg, m, = 2kg, f=20° y=30° v, =2 ms, v, =5 ms’’
1. Uvolnenie

Hmotné body sa pohybuji po hladkej vodorovnej rovine, to znamend, ZzZe

neuvazujeme pasivne odpory. Normadlové reakcie aich tiaze si kolmé na rovinu xy,
nekreslime ich. Ide o sustavu dvoch hmotnych bodov v rovine xy. Zvolime si siradnicovy

systém x,y .

2. Urcenie rychlosti taziska SHB

Z 1. vety o pohybe t'aziska SHB v smere osi x,y
my . = Zmivix >

mvyT = Zmiviy ’
i
odkial’ po dosadeni za
v, =v,cosf, v, =vsing,
Vy, =TV,C08Y, v, =V, siny,
dostdvame zloZky rychlosti taziska SHB v smeroch osi x, y

m,v, cos B —m,v, cos i
_ Iy cos B=m,v, Y = 0,512 ms™,

xT
ml + m2

m,v, sin B+ m.,v, sin .
S, SY g g g,

yT
m, + m,
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Vyslednd rychlost’ taziska SHB je

vy = v +v2 =1,438 ms™.

Smer rychlosti taziska SHB ur¢ime napriklad

ted="0 = §=20°52".
VyT

3. Urcenie rovnice trajektdrie taziska SHB

Rovnica trajektorie taziska SHB je urcend funkciou

Yr :f(xT)’

kde x,=f () je parametrickou rovnicou pohybu taziska SHB v smere osi x, ¢as ¢ je
parameter a v rovnici trajektorie x, predstavuje nezdvisld premennd.

Nasou ulohou je ziskat' parametrické rovnice pohybu taziska SHB v smeroch osi

x,y. Kedze z predchddzajiceho rieSenia (pozri bod 2 tohto prikladu) pozndme zlozky

rychlosti taZiska sustavy, potom sa k parametrickym rovniciam pohybu dostaneme

rieSenim diferencidlnych rovnic
de

dx m,v, cos b —m,v, COS .
Vg =—F=— pmmyv, cosy = K, (konStanta) = —L =K,
dt m, +m, dr
d m,v, sin 5 —m,v, sin . d
va = yT — 171 IB 272 7 — K2 (konstanta) = yT — K2 .
| dr m, +m, dr

Po integrovani vyrazov
dx, =K dt,
dy, = K,dr,
dostavame
x,=Kt+C,
yr = K+,

kde C,, C, su integratné konStanty, ktoré uréime zo zaciatoCnych podmienok

nasledovnym sposobom:
x, =0, odkial C, =0,

ak t=0, potom

“M)s — 0,1818m, C, =-0,1818.

t=0, yr =
m, +m,

Po dosadeni integra¢nych konstant dostdvame parametrické rovnice pohybu t'aziska SHB v

smere osi x,y
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x, =K,
v, =K,t—0,1818.
Z oboch parametrickych rovnic vyli¢enim parametra ¢, t.j. ¢asu, dostaneme rovnicu

trajektorie taziska SHB

yT :%XT _0,1818:_2’62'XT —0,1818,

1

¢o je rovnica priamky.

Priklad 3.4

Po hladkej vodorovnej podloZke sa pohybuje hmotny bod m;, konStantnou rychlost'ou
v, , hmotny bod m, konStantnym zrychlenim a,. V ¢ase t =0 je m;, v A,, m, v B,. Urcte
polohu taziska SHB, jeho rychlost’, zrychlenie v Case ¢,.

Dané hodnoty: m, =3 kg, m, =4 kg, h=5m, [=2m, v, =1 ms™, a, =2 ms?,
B =30° y=35°1=4s

Y
B
0 m2
'3 a, \ A
h
m,
y Y
0 ! A, X
Obr. 3.5

(x,=6,83m, y,=-4,078m, v, =2,64ms", v, =-3,7I ms”’, v, =4,55 ms™,

ay = 0,577ms? a, = -0989 ms”, a, =1,142 ms?)
Priklad 3.5
Po hladkej vodorovnej podlozke sa pohybuje hmotny bod m; konStantnym
zrychlenim q,, hmotny bod m, konStantnou rychlostou v,. V ¢ase t=0je m, v A), m, v
B, . Urcte polohu taZiska SHB, jeho rychlost’, zrychlenie v Case f,.
Dané hodnoty: m, =2 kg, m,=3 kg, h=2 m, I=1 m, aq, =1 ms"z, v, =2ms’1,

B=30°1,=4s
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y
1’1’12 v,
H
B,
al
h
m,
y p
0 ! A, X
Obr.3.6
(X, =79m, y,=28m, v, =258ms", v =08ms’, v, =2,7 ms”,
-2 -2 2
a, = 0,34 ms”, a, = 0,2ms™, a, =0,39ms™)
Priklad 3.6

Po hladkej vodorovnej podlozke sa pohybuje hmotny bod m, konStantnou rychlostou
v,, hmotny bod m, konStantnym zrychlenim a,. V ¢ase t =0 je m, v A,, m, v B, . Urcte

polohu taZiska SHB, jeho rychlost, zrychlenie v Case ¢, .

Dané hodnoty: m, =4 kg, m, =3 kg, h=2 m, v, =1 ms™, a, =2 ms?, f=20°

t,=5s
y
B,
m
B > a,
h
m, M
0=A, o S
Obr.3.7
(X, =652m, y,=-92m, v,; =2,037ms", v, =-4,027 ms", v, =4,513 ms,
a;=029ms” a, = -0,805ms” a, =0,856 ms”)
Priklad 3.7

Zbodu A sa zaéni pohybovat po spolocnej hladkej priamke hmotné body

m,, m,, m,. Bod m, sa pohybuje smerom vlavo konStantnou rychlostou v,, bod m,

smerom vpravo konStantnym zrychlenim a, abod m, konStantnym zrychlenim a,,
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ktorého vel'kost’ a orientdciu nepozndme. Vypocitajte v, a a, v Case ¢, za predpokladu, Ze
tazisko SHB nemeni svoju polohu.

Dané hodnoty: m, =2 kg, m, =4 kg, m; =3kg, v =—2ms™", a, =1 ms?, 1, =25

(v;=—1,33ms”, a,=—1,33 ms™)

Priklad 3.8

Bremeno o hmotnosti m, sa pohybuje po drsnej vodorovnej podlozke (koeficient
Smykového trenia je f ) prostrednictvom l4n, ktoré su cez kladky pripojené k bremendm
o hmotnostiach m,, m,. Aka bude podmienka, aby sa bremeno m, pohybovalo zl'ava

doprava a akd bude jeho rychlost po prejdeni drdhy [? Pasivne odpory v kladkich

zanedbajte.

Dané hodnoty: m,, m,, m,, [, f

Obr.3.8

(Z vety o zmene velkosti kinetickej energie siistavy vyplynie
1
E(m1 +m, +m, W= mygx—m,gx—F x,

odkial po dosadent za x =1 vypocitame rychlost v,

ktord je rovnakd pre vSetky tri bremend:

v:\/Zgl(mZ -m _ﬁn3)

m, +m, +m,

Aby bol vyraz pod odmocninou kladny, musi platit’ m, >m, + fm,,
co je podmienkou pre pohyb bremena m, zlava doprava)

Priklad 3.9
Po drsnej naklonenej rovine sa pohybuje bremeno m;. Lanom cez kladky je spojené
s bremenami m,, m,. Urcte rychlost’ bremena m, po prejdeni drdhy x. Ostatné pasivne

odpory zanedbajte.
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Dané hodnoty: m,, m,, m,, x, f,

Obr.3.9

(Bremend m;, m,, m, povaZujeme za sustavu hmotnych bodov, preto pouZijeme

vetu o zmene kinetickej energie SHB, odkial rychlost’ bremena m, bude

, _\/2gx(m2—ml—fm3cos,6’—m3sin,6’))
;= .

m, +m, +m,

Priklad 3.10

Cln o hmotnosti m, stoji (nepohybuje sa) na vodnej hladine. Clovek o hmotnosti m,

prejde z prednej Casti ¢lna na zadnd na drdhe /. Ak zanedbame odpor vody, urcte, ako

a o kol’ko sa pritom ¢In pohne.

Dané hodnoty: m, =600 kg, m, = 20kg, /[=5m

(pohne sa dopredu o0 0,59 m)

Priklad 3.11

Kozmicka lod” o hmotnosti m, sa pri spojeni s orbitdlnym komplexom o hmotnosti
m, pohybuje voci orbitdlnemu komplexu rychlostou v,. Ako sa zmeni rychlost’ spojeného
komplexu tesne po dotyku?

Dané hodnoty: m, =400 kg, m, = 12 000 kg, v, =0,4 ms!

(spojeny komplex bude mat vys$siu rychlost 0 0,1 ms™)
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4 GEOMETRIA HMOT

4.1 Momenty zotrvacnosti

Skimame rozloZenie hmoty s vyuZitim réznych velicin a vztahov medzi nimi,

nezavisle na Case.

Momentom zotrvac¢nosti hmotného bodu k osi (rovine, bodu) rozumieme sucin jeho
hmotnosti a druhej mocniny jeho vzdialenosti od tejto osi (roviny, bodu) a ozna¢ujeme ho
pismenom / s prisluSnym indexom, pricom hovorime o osovom (rovinnom, polarnom)

momente zotrva¢nosti.

Moment zotrvacnosti sustavy hmotnych bodov sa rovnd si¢tu momentov zotrva¢nosti

jednotlivych hmotnych bodov.
Ak m; je hmotnost’ i—teho hmotného bodu M, ¢, (c,,c;,) je jeho vzdialenost

od osi O (roviny «, bodu P), odpovedajici osovy (rovinny, polarny) moment

zotrvacnosti 1, (1,,1,) je ureny
_ 2 _ 2 _ 2
IO_ZmiCi()’ Ia_zmicia’ Ip_zmicip’
i i p
kde i=12,...,n.

V pravouhlej kartézskej suradnicovej sdstave 0,x,y budd momenty zotrvacnosti

urcené k osiam
I, = Zm,.cii = Zml.(y,-z +27).
: i
I, = Zml.cé = Zm,. (x,.2 + Zf),
p i
I = Zml.cé = Zm[(x,-z + yiz)’
: i
k rovindm
I, = Zmlzf = Zmiyf = Z:mixi2
, : i
k zaciatku stradnicovej sistavy (k bodu) 0
1= me =Y m(Z+y+22).
i i
Suvis medzi jednotlivymi momentmi zotrvacnosti je

L=1_+1,, I=I+I_, I =I_+I_

yz?
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I =%(1x +1,+1).

»

Polomer zotrvacnosti i, je vzdialenost hmotného bodu, do ktorého sustredime
hmotnost’ celej SHB, pricom jeho moment zotrvacnosti k osi bude rovnaky ako mala
povodna sustava, Cize plati

1, =mi, .
Devia¢né momenty st uréené
D, = zmixiyi , D = zmz‘xizi , D, = zmz’yizi .
i i i

Ak su deviaéné momenty k osiam x,y rovné nule, potom st osi x,y hlavnymi osami

zotrvacnosti a momenty zotrvacnosti pocitané k nim su hlavnymi momentmi zotrvacnosti.

Ak hlavné osi zotrvacnosti prechddzaji taziskom sustavy, nazyvame ich hlavnymi

centralnymi osami zotrva¢nosti a momenty zotrvac¢nosti k nim su hlavnymi centrdlnymi

momentmi zotrvaé¢nosti.

4.2 Momenty zotrvaénosti k pootocenej osi

Majme sustavu hmotnych bodov m;, kde i =1,2,...,n, ktorej momenty zotrvacnosti v

pravouhlej kartézskej suradnicovej sustave 0,x,y,z su [ 1 w1, DD, D, . UvaZzujme
os 0, ktord prechddza zaciatkom suradnicovej sustavy O a s osami x,y,z zviera uhly

a.B.y.
Moment zotrvacnosti k pootocenej osi 0 je
I, =1 cos’ @+, cos’ B+1, cos’ y—2D, cosacos f—2D,_cosacosy—2D, cosffcosy
OznaCme hlavné momenty zotrvacnosti I;,1,,1,. Pre hlavné osi zotrvac¢nosti plati
D, =D, =D, =0, potom

2 2 2
I,=1cos"a+1,cos” f+1,cos y.

Ak hFaddme takd mnoZinu bodov, ktoré spiiaji podmienku, Ze ich vzdialenost’ od

" . . ., . , | ) .
zacCiatku stradnicovej sustavy je rovnd d = T, ich suradnice su
0

x=dcosa, y=dcosfB, z=dcosy.
Pre smerové kosinusy plati

cosax=x4/1,, cosﬂ=y\/E, cosy=12z41, ,
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potom vyraz
1.7+ Iyy2 +1.7° - 2D xy—2D yz—2D xz=1
je rovnicou elipsoidu zotrvacnosti so stredom v zaciatku siradnicovej ststavy.
Ak osi x,y,z st hlavnymi centrdlnymi osami zotrvacnosti, potom rovnica elipsoidu
zotrvacnosti ma tvar
X+ Ly + 17" =1,

ktorého polosi maji vel'kosti

D L SIS SRR U

4.2.1 Deviacné momenty k pooto¢enym osiam
Majme sidradnicovy systém 0,x,y,z, v ktorom suradnice 'ubovolného bodu m, su
X,,y;,z;. Uvazujme stradnicovy systém 0,x,,y,,z,, ktory je pootofeny okolo osi z =z,
o uhol ¢. Stradnice bodu m; v pooto¢enom stiradnicovom systéme 0,x,,y,,z, st
X, =X,cos@+ Yy sing,
Y, =Yy, cosQ—x,sing,
=2
Potom devia¢né momenty k pooto¢enym osiam x,, y,, z, budd
D, =D,cos 2(0+l(1)CZ -1, )sin 20,
i 2
D, =D, cos¢p—D_ sing,
D, . =D _cosp+D sing.
4.3 Momenty zotrva¢nosti k posunutym (rovhobeznym) osiam
Majme pravouhld Kkartézsku suradnicovi sustavu 0,x,y,z. Nech osi x,y,z
prechadzaju taziskom T(xT, yT,zT) sustavy hmotnych bodov a nech si rovnobezné s osami
X, ¥,z . Medzi siradnicami platia transformacné vzt'ahy

X=X+ Xps N =Yrt Ve, 452t

Potom osovy moment zotrvac¢nosti k osi x je
I = Zmi (yl2 + zf): Zmi l(yT + ¥yir )2 +(ZT + 2,7 )ZJ

Ozna¢me a vzdialenost osi x,Xx,, potom
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2 2 2
a =y, +2z;.

Momenty zotrvacnosti k posunutym (rovnobeznym) osiam su

I.=1, +ma’,
_ 2
Iy —Iy] +mb~,
_ 2
I, —IZl +mc”,

kde m= Zmi je celkovd hmotnost sistavy hmotnych bodov,
a,b,c st vzdialenosti osi x,x;; y,y,; 2,2,

1,1 ,1 momenty zotrvacnosti k osiam prechddzajicim taziskom suistavy.

R IR
Momenty zotrvaénosti /,,1 ,I k posunutym osiam si vyjadrenim Steinerovej vety,
ktord hovori: moment zotrvac¢nosti (sistavy hmotnych bodov) k urcitej osi sa rovné suctu

momentu zotrvacnosti k rovnobeZnej osi prechddzajicej taziskom sustavy a sucinu

(celkovej) hmotnosti s druhou mocninou vzdialenosti oboch osi.
Devia¢né momenty su
D, = Zmixiyi = Zmi(xT + xiT)(yT + yl'T),
i i
po Uprave
D,=D,, +xym,
DyZ = Dm + yrzm,
D, = DX]Z] + X;2,m.
Momenty zotrvacnosti k posunutym (rovnobeznym) rovindm
I,=1 +mz,
I, = lezl +my§ ,
Iyz = Iylz1 +mx§ ,
kde x,, y;, z; stvzdialenosti rovin yz,y,z,; XZ,X2,; Xy, Xy,
Polarny moment zotrvacnosti k zaciatku suradnicového systému O je
I, = Z‘,mi(xl2 + y12 + le): Zmi[(xT +xiT)2 + (y+ yiT)2 +(ZT + ZiT)2]
i i
po Uprave

I, =IT+m(x§+y%+z§):IT+mrT2,

kde 7 je vzdialenost bodov 0 a T .
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4.4 Momenty zotrvacnosti tuhého telesa

Ak vo vztahoch pre vypocet momentov zotrvacnosti pre ststavu hmotnych bodov
sucty nahradime limitami, teda pocet hmotnych bodov sa bliZi nekone¢nu, potom mdZeme
aplikovat’ vztahy pre vypocet momentov zotrvacnosti pre sistavu hmotnych bodov aj pre

tuhé teleso s homogénnou Struktirou.
Potom osové momenty zotrvacnosti tuhého telesa su

I, ='[(y2 +z2)dm, I, =I(x2 +z2)dm, I, ='[(x2+y2)dm,

m m m

rovinné momenty zotrvacnosti su

Ixy =Iz2dm, Iyz =Ix2dm, I, =Iy2dm.

m m

Polarny moment zotrvacnosti
_ 2 2 2
I, —I(x +y +z )dm.
m
Devia¢né momenty zotrvacnosti su

D, =Ixydm, D, =Jyzdm, D, =Ixzdm.

m

4.5 Priklady
Priklad 4.1
Vypoditajte momenty zotrvacnosti homogénneho valca k osiam a rovindm
prechddzajicim jeho taZiskom.
Dané hodnoty: / =324 cm, R =0,05 m, m=5 kg
) y'_T

O/

) NNV AN

|
|
I
!x dx
/

Obr4.1

Element objemu dutého valca je dV =2zrldr, element hmotnosti dm =pdV , kde

m
TR

. , , m m
£ je mernd hmotnost’ p = V’ potom p = v =
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Osovy moment zotrvacnosti k osi x

m

I, =Ir2dm =J.(Z2 + yz)dm = jzzdm+_[y2dm =1+, .

R

R 4
I = I r’dm = Jrz 2zrlpdr = 27{,01_[ rdr = ZpIR ,
m 0 0
retoze p = M potom
P R
4 2
j 2HRm MR 00625 kem?

> TR

Osovy moment zotrvacnosti k osi y

I, :J.(x2 +z2)dm='[x2dm+jz2dm=1yz +1,,

m

I, = jx2dm.
Ak
dm=pdv, dV=zRdx, p=2=_"_,
A Py TR
potom
dm = 7R dx—— =" dx,
TR 1
teda
L !
2 3707 3 3
Iy2=Ix2dm=J‘x2m _mi o _om L ,
. .1 I3 1] []24 24
2
le 2
. = =0,04374 kgm".
’ 12
Roviny xy, xz sd rovinami symetrie, plati
Ixy = Ixz ’
teda
_ _ 1, mR*
L=ly+l.=20, = [ =2==
Potom k osi y
2 2
[o=1 1. =" R 6046865 kem’.

y Xz Xy 12
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Je zrejmé, Ze plati 1. =1, =0,046865 kgmz.
Momenty zotrvacnosti k rovindm su

2
1, =" _0,003125 kgm?,
4

2
I_= mf =0,003125 kgm*

2
1 =" _0,04376 kgm®
! 12
Ak rozmer [ (diZka) homogénneho valca je ovel'a vi&si ako jeho polomer, potom je mozné
vo vztahu
2 2
I =1 = mR~  ml ,
Y ' 4 12

2
zanedbat’ ¢ast’

Priklad 4.2

Uréte momenty zotrvacnosti homogénneho valca k osiam a rovindm, ktoré
posunuté a rovnobezné s osami (a rovinami), ktoré prechddzaji taziskom valca.

Dané veliCiny: A, R

Obr.4.2

Pre osové momenty zotrva¢nosti homogénneho valca k osiam prechddzajicim jeho
taziskom plati

R I =1 =X m(?+3R?),
2 : 12

X
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d’alej pre rovinny moment k rovine yz plati

m m mR*
T (n2 43R )+ = (h* +3R?)-
1 :Iy+Iz_Ix=12( ) 12( )
. 5 2 ’
2
(42 +3R2) - "R
[ =2
z 2
Podrla Steinerovej vety k posunutym osiam X, y,, 2,
I =1,
2
IY} :Iy tm—-,
2
I. =1 +m—
K posunutej rovine z,y,
h ?
I +m—+1 +m—-—1
;g bt Ty T
2N 2 2 ’
2 2
I :ﬁ(h2+3Rz)+I%h _mR
T2 4 4

Priklad 4.3

Ur¢te momenty zotrvacnosti homogénneho kvédra k osiam, ktoré prechddzaji jeho

taziskom.

Dané veli¢iny: a,b,c

ﬁ
| .
]
L |
2¢ *'; e | P
/x 2a
2b
Obr.4.3

Element hmotnosti kvadra
dm = pdV = pdxdydz,
m m
p= v - 8abc
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Osovy moment zotrvacnosti k osi x je

c

1= [ ot = o Tl i

—a-b—c

X

I = ﬂ(b2 +c? ),
3
analogicky potom momenty zotrva¢nosti k osiam y, z
Iy=ﬂ(c2+a2), Izzﬂ(a2+b2).
3 3
Priklad 4.4

Uréte moment zotrvaénosti tenkej dosky v tvare obdiZnika k osi Z,, ktora prechddza

jeho taZiskom a s osami x,y,z zvierauhly «, 5,7 .

Dané hodnoty: & =90°, f=30°, y=60°, a, b

A
|
B -
e~ 0=Ii y
.
X, b
Y  a
Obr.4.4

Moment zotrvacnosti k pootocenej osi z; je
I, =1 cos’a+1I,cos’ f+1,cos’ y,
kde [1,, I,, I, su hlavné centrdlne momenty zotrvacnosti dosky v siradnom systéme
0,x,y,2.
PretoZe uhol & =90°, potom cosa =0, teda zlozka I, cos’a=0.

Moment zotrvacnosti dosky k osi y je

B mb*
Y 12
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Potom moment zotrvac¢nosti dosky k osi z, je

z
<1

2
I =imb2 cos’ 30°+im(a2 +192)cos2 60° =2 p7 + 2|,
12 12 12

Priklad 4.5

Otocnd Cast’ veZového Zeriava je zloZend z ramena m, diiky [, protizdvaZia m,
a bremena m, zaveseného na lane diiky a. Os ramena zviera s osou rotacie z uhol £.
Tazisko protizdvaZia ma sdradnice b,h. Vypoéitajte moment zotrvaénosti Zeriava k osi
otdCania z adeviaény moment k osiam y,z, ak protizdvaZie a bremeno povazujeme za
hmotné body a rameno za tenkd homogénnu ty¢. Rovina symetrie je totoZnd s rovinou yz.

Dané veli¢iny: m m,, l,a, B,b,h

7

= i
BT e

Obr.4.5

KedZe oto¢nd cast’ Zeriava je zloZend ztroch Casti, potom moment zotrvacnosti

Zeriava k osi z je
[ =1,+1,+1,.

Momenty zotrvacnosti Casti Zeriava, ktoré povazujeme za hmotné body (protizavazie,

bremeno) su
— 2 _ 2 2
I,=mpb", I,=ml sin"f.
Moment zotrvacnosti ramena Zeriava k (pooto¢enej) osi otd¢ania z ur¢ime zo vzt'ahu

_ 2 2 2
I,=1,cos"a+1, cos” f+1, cos"y,

kde 1,,, 1,,, I,, sihlavné momenty zotrvaCnosti ramena k osiam x,, y,, z,. PretoZe osi

x,x, zvieraju uhol & =0, potom




TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

a ked’Ze rameno Zeriava povaZujeme za tenku ty¢, potom k osi z,

2
I, =%sin2 B.

Moment zotrvacnosti Zeriava k osi z potom bude

3

Devia¢né momenty protizavazia a bremena (ako hmotnych bodov) k osiam y, z st

. m,
I, =m,0b*+1’sin’ ﬁ( +mbj.

D, ,=m,(-b)h=-mbh,
D, , =m,lsin Bllcos B+h—a).
Devia¢né momenty D, D, st rovné nule, pretoze oto¢na Cast’ Zeriava sa nachddza

v rovine yz (rovina symetrie).

Deviaény moment ramena Zeriava uréime integraciou. Hmotnost’ elementu ramena je

dmz%dyl,

jeho suradnice k bodu 0 sd

y=ysingf, z=yccosf+h.
Potom deviacny moment ramena Zeriava k osiam y, z je

0
D, = _[ yzdm = %J y,sin B (y, cos B+ h)dy, = m Isin ,B(g + écos ,Bj
m 0

Vysledny deviatny moment Zeriava k osiam y,x je D_=D _ +D _ +D, _,.
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Tabul’ka 4.1

TENKY PRUT

Vi Y.

Momenty zotrvacnosti
2
I.=1, :%, I =1,

Moment zotrvacnosti

I, 2%12 sin® 3

TENKY PRSTENEC Momenty zotrvacnosti
2
z 1X=1},=%, I, =mr?
T
y
I
X

TENKA KRUHOVA DOSKA Momenty zotrvaénosti

z

I.=1, =%(R2 ), 1

%(R2 +r2)

TENKA OBDLZNIKOVA DOSKA

of

Ty
b | 7

z

Momenty zotrvacnosti

Ix:ﬁlz, I =ﬂb2»
12 ’
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Tabul’ka 4.1 (pokracovanie)

TENKA TROJUHOLNIKOVA DOSKA

Momenty zotrvacnosti

A p =" g 2me =3 2
S 6 T : 18( )
i Stradnice taZiska
h : h
A 0 xr=—, yr=2r =0
A xj‘ g 3
|
KZE a | a; ¢
KVADER Momenty zotrvacnosti
2| IX:%(b2+d2), Iyzg(a2 a?), 1.="(a*+p?)
! Suradnice taZiska
— =2 b _d
T TT T Ty
d b % Objem
// K Vzabd
a
VALEC Momenty zotrvacnosti
A m
r 7l R IX=I),=%(R2—r2)+%lz, IZ=E(R2+r2)
| — Suradnice taZiska
| 0, z, =1
X = = 5 = —
l : T: T yr T
PENN .
A | _ N . Objem
“i i V=R - )

GuL

Momenty zotrvacnosti

I.=1,=1

x y z

2 R -
==m

Stiradnice taZiska

xr=yr=27r =0

Objem

Vv =%7L’(R3 —r3)

5 R-/°
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Tabulka 4.1 (pokracovanie)

KUZEL

Momenty zotrvacnosti

2
Ileyzéw{h2+5LJ, 12=—3—mR2

I =1, == ml4R> + 1)
80

X N

Stiradnice taZiska

3
xp=yr=0, zr =Zh
Objem
v=2R"
3
DUTY TOROID Momenty zotrvacnosti
2 2
rZ'T Lo =™ R2 52 (2r-3d)+d*(4r—d)
_ \ 2 4 2r—d
& 2 _ 2 —
Rl g I =m| R R (2r-=3d)+d*(4r—d)
y T Y I 4 2r—d
s 1 Y .
_ S Objem
X, /oy A2
% / V =2x"Rd(2r-d)
d
ELIPSOID Momenty zotrvacnosti
A

KX

5:%@%@& g:%@%ﬂﬂ,g
Objem

V= imeaf
3

%(az +b2)

POLGULA

Momenty zotrvacnosti

2
5=5=Q=§mﬂ

Stradnice taZiska
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5 POSUVNY A ROTACNY POHYB TELESA

5.1 Posuvny pohyb telesa

Pri posuvnom pohybe telesa spojnica jeho dvoch I'ubovolnych bodov nemeni smer.
Vsetky body telesa maji rovnaké rychlosti a zrychlenia a ich dradhy sd zhodné, navzajom
posunuté krivky.

Hybnost’ telesa je uréend vztahom

H=mv,,

kde m je hmotnost’ ststredend v taZisku telesa,

H hybnost’ telesa,

\2 rychlost’ telesa.

Moment hybnosti telesa k ur¢itému bodu je
L=r,xmv,.
Kinetickd energia telesa je urCend kinetickou energiou hmoty telesa sustredene;j

v tazisku telesa

E,=—mv;.
K T
2
Dynamické pohybové rovnice majui tvar
ma, =F,
r.xXxmay, =M,,

kde F= ZFi je vyslednica vonkajsich sil posobiacich na teleso,

M, = ZM“, = Zri XF, je moment vonkajSich sil k vztaznému bodu.

l

Ak je vztaznym bodom taZisko alebo bod leZiaci na nositel’ke vektora zrychlenia
taziska, potom plati 0=M, .
Teda pre posuvny pohyb telesa mdzeme pisat’ dynamické pohybové rovnice v tvare
mi=YF,
mj=> F, .

mZ:ZEZ 4

kde X,¥,Z st zloZky zrychlenia taziska,

ZFI.X ,ZE.y ,ZFiZ st Ciastkové vyslednice vonkajsich sil pdsobiacich na teleso.

87



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Pokial’ nepotrebujeme pocitat’ vizbové reakcie, posuvny pohyb telesa mézZeme riesit
ako pohyb hmotného bodu. To znamend, Ze hmota telesa je sustredend do jeho t'aziska a
mdzeme pocitat’ drahu, rychlost, zrychlenie, kineticki energiu, moment hybnosti,

vyslednu zotrvacénu silu.

5.1.1 Priklady (Posuvny pohyb telesa)
Priklad 5.1

Horizontédlna sila F posobi na kl'u¢ku zastvacich dvier. Urcte reakcie vo vedeni, v
koliesku a zrychlenie, akym sa dvere pohybuji. Medzi podperou A (Smykadlo) a vedenim

je koeficient Smykového trenia f , pasivne odpory v loZisku kolieska B a jeho hmotnost’

zanedbajte.

Dané hodnoty: F =100N, b=120cm, c=70cm, d =60 cm, G=800N, f =0,1

A7 B

. . T.. . . — ?
hd d c

= F

Obr. 5.1

1. Uvolnenie

Reakciu vedenia v mieste Smykadla A rozloZime na zlozky A,, A, . Reakcia vedenia
pri koliesku B je len normdlova. Tiaz dveri G pOsobi v ich taZisku. Pohyb dveri rieSime
ako posuvny priamociary pohyb telesa so zrychlenim jeho taZiska a, ktorého smer

a orientdciu pozname.

2. Dynamické pohybové rovnice
x...maxT=ZEx, (D
y...ma),T=ZFiy, (2)

() da=3 (M), . (3)
KedZe dvere vykondvajui priamociary posuvny pohyb, potom & =0, to znamend, Ze

rovnica (3) bude statickou (momentovou) podmienkou rovnovéhy.
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Potom
X...ma,=-A +F, (1)
x..m-0=B+A -G, )
(), ...0=Fc+Bd-Ad+Apb. (3)

V tychto troch dynamickych pohybovych rovniciach si ale 4 nezndme

(AX,AY,B,axT), hl'addme preto d’alsi vzt'ah. Dany je koeficient Smykového trenia, teda

podl'a Coulombovho vztahu plati
A = A, “
Potom zo sustavy Styroch rovnic vieme vypocitat’ Styri nezndme
A, =509N, A =509N, B=290,7N, a, =0,601ms>.

Priklad 5.2

Spojovacie tiahlo AB o tiaZi G je kibmi uchytené k dvom prstencom zanedbatelnej
hmotnosti, ktoré sa kizu po hladkych horizontdlnych vedeniach. Uréte, akym zrychlenim sa
tiahlo AB bude pohybovat’ a aké su reakcie vo vedeni AB, ak v mieste A zacne pOsobit’
horizontélna sila F .

Dané hodnoty: G=200N, F =100N, 2=70 cm, S =60°

1. Uvolnenie
V tazisku tiahla podsobi sila jeho tiaze G a namiesto vedeni A,B zakreslime
normdlové zlozky ich reakcii. Tiahlo sa pohybuje ako teleso v rovine posuvnym
zrychlenim, priamoc¢iarym pohybom.
2. Dynamické pohybové rovnice
x...maxT=ZFix, (D
y...mayT=ZEy=0, 2)
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(), ...la=>(M,), =0, 3)
pretoZe pri priamociarom posuvnom pohybe je ¢ =0.
Potom
X..ma,=F, (1)
y... 0 =A+B-G, (2)
() ...0 _fh, Bh AR 3)

2 2tgB 2ugh’
Z troch rovnic o troch nezndmych (A, B,axT) sa daju vypocitat’:

a,=49ms?, A=186,6N, B=13,39N.
Priklad 5.3
Tuhd ty¢ AB otiazi G je uchytend k rdmu tromi pritmi. Vypocitajte zrychlenie tyce
a sily v pritoch 2,3 v okamihu preseknutia prita 1.

Dané hodnoty: G =500 N, S =30°
l . fc(
1 T 2 2
p p
A =7
h Ti 4(166
G 7 3
B

A

%_
\Z

7

1N
Obr. 5.3
1. Uvolnenie
V tazisku tyée AB posobi sila jej vlastnej tiaze G . Po preseknuti prita 1 sa ty¢

pohybuje vedend prutmi 2,3 v rovine, krivociaro, posuvne, zrychlene. Zvolime prirodzeny
suradnicovy systém s osami v smere dotyCnice (t) a normaly (n) k trajektérii pohybu
taziska (a vSetkych bodov tyce AB).
2. Dynamické pohybové rovnice

t..ma, =) F,, (1)

n...man:ZFm, (2)

(), ...la=>(M,),, 3)
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kde a,,a, je tangencidlna a normalova zlozka zrychlenia. Pretoze v okamihu

preseknutia prita 1 je @ =0, potom normélova zlozka zrychlenia

a, =v_=0
[
Potom DPR budu
t...ma, =Gcosf, (1)
n...0=N,+N,—-Gsinf3, (2)
h h
( )T...O=—N2cos,35+N3cos,BE, 3)

odkial’ vieme vypocitat
N,=N,=125N, a, =85ms™.
Priklad 5.4
Bremeno o tiazi G,, ktoré mdZeme povazovat za hmotny bod, je umiestnené na
doske o tiaZi G,, ktord je uchytend k rdmu tromi pritmi. Vypocitajte zrychlenie bremena

a dosky v okamihu preseknutia pruta 1. UvaZujte pripady:
a) pevné spojenie bremena a dosky,

b) medzi bremenom a doskou je koeficient Smykového trenia f .
Dané hodnoty: G, =500N, G, =100N, [=1,5m, f=30° f =0,2

A

a) Pevné spojenie bremena a dosky

1. Uvolnenie
TiaZe bremena (Gl) a dosky (Gz) posobia v ich taziskdch. V pritoch 2, 3 posobia
reakcie (osové sily) N,, N,. Bremeno a doska st pevne spojené, tvoria jedno teleso, ktoré

sa po preseknuti prita 1 pohybuje v zdvese na pritoch 2, 3, to znamend, Ze sa pohybuje
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rovinne, krivoc¢iaro, posuvnym zrychlenym pohybom. Volime prirodzeny stiradnicovy
systém, ktorého osi st v smere doty¢nice (¢) a normaly (r) k trajektdrii pohybu.
2. Dynamické pohybové rovnice
t...mat=ZF[,, (1)
n...man:ZFm, (2)

(), ... 1a=>(M,),. (3)

V okamihu preseknutia prita 1 je uhlova rychlost @ =0, teda a, =0 a M =0, potom

t...ma, = (G, +G,)sin 3, (1)
n..0=—(G,+G,)cos B+ N, +N,, ()
( )T...O:NSCosﬂé—Nzcosﬂé, 3)

odkial’ vypocitame

a,=49ms?, N,=N,=2598N.

b) Medzi bremenom a doskou je mozZny pohyb, koeficient Smykového trenia je f

1. Uvol'nenie

V taziskdch bremena a dosky podsobia sily ich tiaZi, medzi bremenom a doskou je
Smykova reakcia, ktord rozloZime na tangencidlnu (T) a normélovd zlozku (N)
areSpektujeme zdkon akcie a reakcie. Bremeno s doskou sa nerozdel'ujd, pohybuji sa

spolo¢ne, ako jedno teleso, v rovine, posuvne, krivociaro, zrychlene. Volime prirodzeny

suradnicovy systém s osami v smere dotyCnice a normaély k trajektorii.

|
-
_T.._
i
B

2. Dynamické pohybové rovnice bremena:
t...ma, =G,sinB—Nsin B+Tcosf, (1)
n...0=-G,cosf+Ncosf+Tsinf3, 2)

pretoZze @ =0, normdlova zlozka zrychlenia a, =0.
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V rovniciach (1), (2) su tri nezndme (N,T,a, ), preto pouZijeme Coulombov vztah

T=fN. 3)

Potom vieme vypocitat
N =448N, T=89,6N, a =2,03ms”
Priklad 5.5
Vysokozdvizny vozik o tiazZi G, sa pohybuje rychlostou v. Vezie ndklad o tiazi G,.
Vypocitajte najkratSiu brzdni drdhu vozika (vSetkymi kolesami) tak, aby sa ndklad
nezoSmykol a vozik sa nepreklopil. Koeficient Smykového trenia medzi vozikom

a ndkladom je f,, medzi cestou a vozikom f, .
Dané hodnoty: G, =7,5.10" N, G,=10*N, £ =072; f,=04; [,=15m, , =1 m,
l,=15m, b=0,75m, ¢c=0,4 m, v=15 km/hod

y'T‘ v, a,
| | — —>
: T
it i >
I AT b G '
c} I

A
L Lk

a) Aby sa naklad nezoSmykol

1. Uvol'nenie

Zakreslime sily pdsobiace na ndklad. V jeho tazisku (Tz) pOsobif sila tiaze G, , zlozky
Smykovej reakcie ramena vozika (7,N ). Nédklad sa spolu s vozikom pohybuje v rovine,

posuvne, priamociaro, zrychlene (obr. 5.6). Sily tvoria centrdlnu rovinnu silovi sustavu,
takZe sa pohybuje hmotny bod. Neuvazujeme teraz s moznostou preklopenia samotného
ndkladu.

2. Dynamické pohybové rovnice
x...m2a2=ZF,-X, (1)
y...ma,=3"F,, 2)

pretoZe sa vozik (aj s ndkladom) pohybuje len v smere osi x, potom a, =0, teda

x...ma, =T, (1)

y...0=N-G,. (2)
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V tychto dvoch rovniciach su tri nezndme, preto vyuZzijeme Coulombov vztah
T=fN. 3)
Zo sustavy rovnic (1), (2), (3) vieme vypocitat’ tri neznadme.
Podmienkou, aby sa ndklad nezoSmykol je, aby platilo
T 2m,a,,
16, 2mya,,
odkial
a, < 1,8,
a,<1,92 ms™.

b) Aby sa vozik nepreklopil (okolo bodu A)

1. Uvol'nenie
V taziskdch bremena a vozika posobia sily ich tiazi (G,, G,) reakcie podlozky pod
kolesami rozloZené na tangencidlne (7}, 7,) anormdlové zlozky (N,,N,). Vozik ako

teleso v rovine sa pohybuje posuvne, priamociaro, zrychlene.

A
| Y | Vx a1
._..t_.__ C o
GY ARG
N, T, N, T,
Obr. 5.7
2. Dynamické pohybové rovnice
x...ma1=2Fix, (1)
x...may=ZFiy=0, 2)

(), ...la=>(M,),. (3)

Vozik sa pohybuje priamoc€iaro v smere osi x, takZe zlozka zrychlenia a, =0,

0=M , potom
x...ma, =T +T,, (1)
y...0=N,+N,-G,-G,, (2)
(), ...0=G,l, +N,(l, +1,)-G,L,. (3)

V tychto troch rovniciach je pit nezndmych (7,,7,,N,,N,,a,), preto vyuZijeme

Coulombov vzt'ah
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Tl:szl’ “4)
T, =f,N,. (5)

Zo sustavy rovnic potom vypocitame

a,=3,924 ms™.
Podmienkou, aby sa ndklad nezoSmykol a vozik nepreklopil je, aby jeho zrychlenie

(spomalenie) pri brzdeni a,, < min(a,,a,), teda
a,. <a,<1,96ms>.

o L » , dv i
NajkratSiu brzdnd drahu potom uréime zo vzt'ahu a = e odkial
t

at’ _ v’
§>22—>—2>442 m.
2a,

5.2 Rotacény pohyb telesa (okolo stalej osi rotacie)

Rota¢ny pohyb telesa alebo otdcavy pohyb telesa okolo stdlej osi otd¢ania. Ak su dva
body telesa v danom casovom intervale v pokoji, ich spojnicu nazyvame stilou osou
otdcania (rotdcie). VSetky body telesa sa pohybuju po kruZniciach, ktorych roviny su
kolmé na os otdcania a ich stredy leZia na osi otdcania.

Moment hybnosti rotujiiceho telesa k osi rotacie je ur¢eny vztahom

L=Io,
kde [ je moment zotrvacnosti telesa k osi rotacie,

o je okamzitd uhlova rychlost’.
Casové zmena momentu hybnosti

la=) M, =M

je vlastne dynamickou pohybovou rovnicou.

Kineticka energia rotujiceho telesa je ur¢end vzt'ahom

1
E, :Ela)z.

Ak dame do rovnovdhy vonkajsie sily (resp. vonkajSie momenty) pdsobiace na teleso

so zotrvaénymi silami

D F,+F=0resp. > M, +M=0,
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kde F jezotrvacnd sila,

M zotrvacny moment.
Ak stotoznime zaciatok suradnicovej sustavy s taziskom telesa tak, Zze os z bude osou
rotdcie, potom skaldrnym ndsobenim tychto veli¢in jednotkovymi vektormi dostaneme Sest’

rovnovaznych zlozkovych rovnic (pre kazdy stupeni vol'nosti pohybu jednu):

F, + o'mx, + amy, = 0,
F, + o'my, — amx, = 0,

F. =0
M, - &'D, + aD, = 0,
M, + oD, + aD, = 0,

M - a = 0.

Z tychto rovnic sa daju vypocitat’ dynamické reakcie rotujiceho telesa okolo stilej osi
rotécie.
5.2.1 Priklady (Rotacny pohyb telesa)
Priklad 5.6

Tenky plny disk o hmotnosti m apolomere r je uchyteny na hriadeli, ktorého

hmotnost’ zanedbame. Hriadel je uloZeny v radidlnych loziskdch A, B. Disk sa otdca pod
vplyvom momentu M, okolo osi z, ktord prechddza t'aZiskom disku a je kolmd na rovinu
disku. Jeho otd¢anie je urené parametrickou rovnicou ¢ =5¢. Vypoditajte velkost

momentu M . Pasivne odpory zanedbajte.

Dané hodnoty: m=30kg, r =20 cm

1. Uvol'nenie

V tazisku disku pdsobi sila jeho tiaze G, vrovine disku moment M, ktory nim

otdca, ostatné sily (pasivne odpory, reakcie v loZiskdch) neuvazujeme. Pdsobiace silové
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ucinky tvoria vSeobecnu silovd sudstavu, takZe disk budeme povaZzovat’ za teleso, ktoré
kona rotacny pohyb okolo nepohyblivej (stdlej) osi roticie z, zrychlene.

2. Dynamicka pohybova rovnica

(). ot =Ym,). (1)
Pre plny tenky disk je moment zotrvacnosti k osi, ktord prechddza taZiskom disku kolmo

na rovinu disku, dany vzt'ahom

ml"z
I =

2

2 . . . e . . . . . 2
Uhlové zrychlenie vieme urcit dvojndsobnou derivdciou parametrickej rovnice ¢ =5¢

2)

podra &asu, teda ¢ = = 10 rads™.

Potom po dosadeni do rovnice (1) bude

2
mr

M. =
2

¢ =6 Nm.

Priklad 5.7

Tazky zotrvaénik o vonkaj$om polomere R a vniitornom polomere 7 je tuho spojeny
s hriadelom, ktorého hmotnost zanedbame. Hriadel' je uloZzeny v radidlnom (A)

a axidlnoradidlnom (B) loZisku, ktorych pasivne odpory zanedbdme. Vypocitajte velkost’

momentu M _, ktory zotrvaCnikom otdca tak, aby jeho rotdcia bola uréend parametrickou
rovnicou ¢ =8¢”.

Dané hodnoty: G =4.10°N, R=09m, r=0,7m

AN

1. Uvol'nenie

Sila tiaZe zotrva¢nika posobi v jeho tazisku. Moment M, otd¢a zotrvacnikom okolo

osi z prechddzajicej jeho taZiskom. KedZe pasivne odpory v lozZiskdch zanedbdvame, iné
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sily nekreslime. Zotrvacnik predstavuje teleso, ktoré sa otdca okolo stdlej osi otdCania z
zrychlene.
2. Dynamickd pohybova rovnica — pri pohybe okolo osi z bude
. la =Y (M,).. (1)
Pre zotrvac¢nik tvaru medzikruZia je moment zotrvacnosti k osi z, ktord prechadza

jeho taziskom kolmo na rovinu zotrvaénika, dany vzt'ahom

/= m(R2 +r2) G(R2 +r2)

= . 2
=T > 2)
Z parametrickej rovnice dvojnasobnou derivaciou podla ¢asu dostaneme
$=16rads™. 3)

Potom po dosadeni do rovnice (1) bude

M, =4,24.10’Nm.
Priklad 5.8

Plochy plny rotor o tiaZi G sa na zafiatku ¢asového intervalu otdca otackami n,.
Vypocitajte vel'kost’ pritlacnej sily brzdovych cel'usti, aby sa otdCanie rotora zastavilo za

¢as f, od zaciatku brzdenia. Koeficient Smykového trenia medzi rotorom a ¢elustami je f .

Dané hodnoty: G =3000 N, n, =2500 min”', R=0,3 m, f=02;1=6s

Obr. 5.10

1. Uvolnenie

Sila tiaze rotora G pdsobi v jeho taZisku. Brzdna sila celusti je rozloZend na
tangencidlnu (7 - pOsobi proti orientdcii pohybu) a normalovi (N ) zlozku. Rotor
predstavuje teleso otdcajice sa okolo stdlej osi otd€ania z, zrychlene (v tomto pripade ide
o spomaleny pohyb).
2. Dynamicka pohybova rovnica — pri rotécii okolo osi z bude

lLa =Y (M) (1)

4
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Pre plochy rotor moment zotrvacnosti k osi z, ktord prechddza jeho taZiskom a je

kolm4 na rovinu rotora, je

2 2
I = mR _ GR . 2)
' 2 2g

Zo vztahu pre rovnomerne zrychleny rotacny pohyb

dw .
o= _

= =konst.,
dr
odkial’ po tdprave dostdvame
a=-2 - " 3)
t 30z,

Po dosadeni rovnic (2), (3) do rovnice (1) bude mat’ dynamickd pohybova rovnica

tvar

GR*[ m,
2g 30z,
Po vy¢isleni je pritlacna sila brzdovych celusti N =5003,8 N.

j:—ZfNR.

Priklad 5.9

Oté4canie plného plochého disku okolo stdlej osi otdania z je urcené parametrickou

rovnicou @ = #* . Uréte moment, ktory diskom otaca v Case t,.

Dané hodnoty: 1. =2kgm’, ¢=¢", t, =1s

Obr. 5.11

(12 Nm)
Priklad 5.10

Vypocitajte velkost momentu M _, ktory otdc¢a hriadefom pevne spojenym s diskom

podla parametrickej rovnice ¢ =3t> —t .

Dané hodnoty: ¢ =3t"—1, I .= %kgm2 (moment zotrvacnosti hriadel’a s diskom)
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¢
L
Obr. 5.12
(I Nm)
Priklad 5.11

Vypocitajte vel'kost’ momentu M, ktory roztaCa homogénny valec o hmotnosti m,
polomeru r tak, Ze jeho rotdcia je uréend parametrickou rovnicou @ =¢>—5¢t>. Moment
pocitajte v Case f, = 2s.

Dané hodnoty: m=60kg, r=1,41m, ¢=1"-5>, t, =2s

Obr. 5.13
(119 Nm)

Priklad 5.12
Plochy plny disk sa otdca s uhlovym zrychlenim & okolo stdlej osi otdCania z.

P6sobi na neho moment M, a odpor proti pohybu vyjadreny momentom M, . Vypocitajte
vel’kost momentu M, ak moment zotrvac¢nosti disku je I, .

Dané hodnoty: o =4 rads?, M,=6Nm, I, =6 kgm2

(30 Nm)

100



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Priklad 5.13

Vypocitajte uhlové zrychlenie pri roticii plného plochého disku okolo stilej osi
rotdcie z, ak pri¢inou jeho rotatného pohybu je vysledny momentovy ucinok
tangencidlnych sil 7;, 7, na obvode disku. Disk m4 hmotnost’ m, polomer r, moment

zotrvaCnostik osi z 1.

Dané hodnoty: m=50kg, r=0,3m, 7, =27, = 100N, I, =2 kgm2

Obr. 5.15

(7,5 rads™)
Priklad 5.14
Plny tenky disk sa vplyvom momentu M otdca okolo stdlej osi rotacie z, ktora lezi
v rovine disku a prechadza jeho t'aziskom. Vypocitajte uhlové zrychlenie otdcania disku.

Dané hodnoty: m=4kg, r=0,6 m, M_=1,8 Nm

Obr. 5.16
(1,8 Nm)
Priklad 5.15
Vypocitajte uhlovu rychlost’ zotrvac¢nika tvaru medzikruZia o hmotnosti m v Case ¢,
od zaciatku jeho rotacie okolo stilej osi z, ak na zotrvaCnik posobi moment M a jeho

moment zotrvacnosti je /..
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Dané hodnoty: m=12kg, I, =3591 kgmz, ,=3s, M_=6Nm

(0,501 rads™)
Priklad 5.16

Homogénny plny disk o hmotnosti m, polomere r sa otidca okolo stdlej osi otdcania
z pod vplyvom momentu M . Vypocitajte jeho uhlové zrychlenie v Case 7, ak jeho

zaciato¢nd uhlova rychlost’ je @, .

Dané hodnoty: m=80kg, r=0,5m, M =20t>, £, =6, @, = O rads”'

(144 rads™)
Priklad 5.17

Vypocitajte moment zotrvacnosti skupiny ozubenych kolies na spolo¢nom hriadeli,
ktorym prechddza stila os roticie z. Kolesd sa otdc¢aji spomalene pod vplyvom

brzdiaceho momentu M _, pricom k ich uplnému zastaveniu dojde v Case f,. Na zaciatku

mali uhlovi rychlost’” @, .

Dané hodnoty: M, =87 Nm, t, =65, @, =127 rads™

Obr. 5.19

(4 kgm®)
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Priklad 5.18

Vypocitajte uhol, o ktory sa za €as f; pooto¢i zotrvacnik o hmotnosti m a tvaru

medzikruZia , ak sa za¢ne otdcat’ z pokoja pod vplyvom momentu M _ .

Dané hodnoty: #, =1s, m=1,5kg, I, =0,015 kgm’, M_ =0,15Nm

Obr. 5.20
(5rad)
5.3 Dynamické reakcie pri rotachom pohybe telesa

Teleso uloZené v radidlno-axidlnych loziskdch A, B sa otdca okolo stélej osi rotécie

z . Suradnice jeho taZisko 7' sd x;, y,, Z;,.

Obr. 5.21

Vysledny vektor zotrva¢nych sil V ma zlozky:

V. =mx,@ +my,a,, (1)
V, =my; @’ —mx,a,, (2)
V. =0. 3)

Vysledny vektor momentu zotrva¢nych sil M ma zlozky:
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M,=-D & +D_a,, 4)
M, = D o+ D o, (5)
M.=-Ia.. (6)

Velkost’ vysledného vektora zotrva¢nych sil je

V=mp N’ +w*, p,=+x>+y}.

Velkost vysledného momentu zotrvaénych tcéinkov je

M, =\/DjZ +D Vo’ + o
Ak os roticie je zaroven hlavnou osou, potom

D_=D_=0.

x ¥

Aby zotrva¢né ucinky boli nulové, tj. V=0, M =0, potom os roticie musi byt
hlavnou a centrdlnou osou (p, =0, D=0, D _=0). ZloZky vizbovych sil vyvolané
zotrvaénymi d¢inkami si v tomto pripade nulové (N, =N =N, =N, =0). Reakcie
vo vizbach su len od statického zat'azenia.

Ak uvaZzujeme len so zatazenim od zotrvaénych ucinkov, potom dynamické

pohybové rovnice, su:

N, +N, =mx, @ +my,a.,

N}, +Nj, =my, @ —mx,c,

N, +N, =0,

Nya-Nyb=-D &’ +D o,

~-N,a-Nyb=D o’ +D a_,
kde veliCiny oznacené Ciarkou su zlozky véazbovych sil, ktoré vznikaji len v désledku
zotrvacnych (dynamickych) u€inkov.

Postup pri riesSeni:

1. Suradnicovy systém x, y,z zvolime tak, aby os roticie bola totoZnd s osou z . Ak
tazisko T lezi na osi rotacie, potom os z prechddza T, ak nie, potom zaciatok
stiradnicového systému leZi na kolmici vedenej od taZziska 7 na os z, alebo do
jednej z podpier.

2. Vyznacime vonkajSie zataZenia (vlastna tiaz, atd’.).
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3. Urc¢ime stradnice taZiska.
4. Urc¢ime devia¢ne momenty.

5. NapiSeme a rieSime dynamické pohybové rovnice.
5.3.1 Priklady (Dynamickeé reakcie pri rotacnom pohybe telesa)
Priklad 5.19
Homogénny valec o tiaZzi G sa otdca okolo stdlej osi roticie z prechddzajuicej jeho
taziskom stdlou uhlovou rychlostou @. Hlavna centrdlna os valca zviera s osou z uhol
B . Vypocitajte dynamické sily v radidlnych loziskach A, B.
Dané hodnoty: G=mg=5-981N, r=0,05m, [=16,2cm, h=25cm, [=10°,

w=104,72rads™

A

NAx
A
—

<

|

y

Obr. 5.22

1. Uvolnenie:

Budeme pocitat’ sily v loZiskdch len od zotrvacnych dcinkov (dynamické reakcie),
preto nekreslime silu vlastnej tiaze G . Sily v loZiskdch (oznacené Ciarkou) maju zlozky,
ktorych orientdciu sme zvolili.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) pre sily vznikajtce len od zotrva¢nych ucinkov su:

N + N, =mx, @ +my,a., (1)
N, +Nj = my @ —mx, o, 2)
N’ +Nj, =0, 3)
N,a-N,b=-D & +D,_a,, )
Nja+Nyb=D o’ +D a,. )

V naSom priklade plati
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G
m=—, x;=0, y.,=0, a,=0, a=h, b=h.
8
Po dosadeni DPR budu
N;x+N;X =0, (19
N/, + N}, =0, 2)
N h—Nj h=0, (49
, ’ G I"z 12 7 .
—-N,h+N, h=—| ——— sin2f. 57
Ax Bx 2g(4 3j ﬂ ( )

Deviacné momenty D, D ur¢ime nasledovne:

xz

Cez tazisko valca prechddzajui centrdlne osi a pretoZe su aj osami symetrie, su aj

hlavnymi osami x,,y,,z,. Potom deviatny moment k osiam x,y pootoenym od

hlavnych osi x,,y, ouhol S je

sin 23

D_= (IZO -1, ) +D . ,cos2p.

PretoZe os x, je hlavnou osou, potom

Dszo = DzOyO =0,
odkial’

mr? rr
Ked'Ze IZOZT’ I ,=m| —+—|, potom

2 2 :
r° 17 }sin2
D, =n| =L |02
4 3 2
Os y je totozna s hlavnou centrdlnou osou y,, ku ktorej st deviatné momenty rovné
0. TakZe plati

D =D _=0.

VX yZ
Zo sustavy rovnic (17), (27), (37), (57) vypocitame

’ ’
N, =N;, =0,

N, =-N’, =-152.10>N.

Bx
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To znamend, Ze orientdcia N, ostdva takd, ako sme ju zvolili, orientdcia N} je
opacnd.

Je dolezité si uvedomit’, ze sily v loziskdch oznacené Ciarkou su zatazujice sily
vznikajuce v loziskdch v dosledku zotrvaénych ucinkov a teda nejde o vizbové reakcie!

Priklad 5.20

Homogénny valec o hmotnosti m sa otd€a okolo stalej osi otd¢ania z stdlou uhlovou
rychlostou @. Hlavna centrdlna os valca (z,) je vzdialend (kolmo) od osi z o hodnotu
Py a sosou z zviera uhol S. Vypocitajte dynamické sily v radidlnych loziskdch A, B
vznikajuce od zotrva¢nych u¢inkov.

Dané hodnoty: m=5kg, r=0,05m, [=16,2cm, a=26cm, b=24cm, [=10°,

@=104,72rads™", TO= p, =0,5cm.

y xl’
A NAx
< . L
; /\T
NAy \
V=, / i
1
Vi A
a

Obr. 5.23

1. Uvol'nenie
Sily v lozZiskach pocitame len od zotrvacnych tuc€inkov rotujiceho telesa. Takze
nekreslime sily od vlastnej tiaZe, ani iné vonkajSie silové ucinky.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) pre sily vznikajice len od zotrvaénych ucinkov su

N + N, =mx, @ +my,a., (1)
N}, + Ny, =my, @ —mx,c,, (2)
N, —N, =0, 3)
N,a-Nyb=-D @’ +D ¢, 4)
-N,a+N,b=D o’ +D a,. (5)
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V naSom priklade plati
Xp=x,=—pycosfB, y. =y, =0, a, =0.
Devia¢né momenty urc¢ime nasledovne:
Ked’Ze osi x,,y,,2, si hlavnymi, centrdlnymi osami, potom plati
DzOyO = Dszo =0.
K pootoenym osiam x;,y,,z, plati

sin 23

Dy = (Izo - IxO) +D . cos2/3,

pricom D, , =0.

K osiam x;, y,,z, posunutym o hodnotu p, od x,,y,,z, bude

Podrla Steinerovej vety

1,=1,+mp; = m2r +mp;.

K osiam x, y,z pooto¢enym o uhol £ od x,,y,,z

sin 2
sz:(lzl_lxl) ﬁ

+D,,  cos2f,

kde D, =0 (osi symetrie),

2 2 2 .
D. ={mr +mp§—m[r—+l—ﬂﬂ’

4 3 2

po uprave

2

2
D, =ﬂ(%+pﬁ ! JsinZ,B.

2 3

D, =0,leboos y jekolmdna rovinu symetriec xz a 0s z je osou symetrie.
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Potom DPR budu:
N, + N, =-mp, cos f&’, (1)
N;y +N;y =0, 29
Nya-Nyb=0, 49

, , m(r’ I*) . .
NAXCI—NBxb:CUzE[?'l‘p?—? Sll’l2ﬂ. 59
Zo sustavy rovnic (17), (27), (47), (57) vypocitame

N’y =N, =0,

2 2 .
, m Ll(r , 17 )sin2p
N, =——o|| —+p; — |—=+p,cos §|=16869 N,
m=T [(4 Pr 3j(a+b) Pr ﬁ}

2 2 .
, om L[ , [7)sin2p
N, =—o|| —+p:— |——p,.cos f|=-28685N.
) {(4 Pr 3j(a+b) Pr }

To znamend, Ze sila N, je orientovand tak, ako sme predpokladali, sila N, opacne.

Je potrebné poznamenat’, Ze sily N, ., N, si zataZujice sily pdsobiace v loZiskéch,
ktoré vznikli v dosledku zotrvaénych ucinkov rotujiceho telesa. Reakcie v loZiskach su

orientované opacne.

Priklad 5.21

Homogénna doska o hmotnosti m sa oti¢a stdlou uhlovou rychlostou

v radidlnych loZiskdch A, B okolo osi z. Vypocitajte vel'kost sily v lozisku A v dosledku

zotrvacnych sil.

Dané hodnoty: m =0,4kg , @=60rad.s™", [ =10cm .

A o B

Lisk ) AN

> i B <<z
T

0,5/ / [
Obr. 5.24

(57,6 N)
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Priklad 5.22

Homogénny valec o hmotnosti m sa otd¢a pod vplyvom momentu M okolo osi z.
Vypocitajte velkost sily posobiacej na loZisko A v ¢asovom okamihu, kedy uhlova

rychlost’ je @,, uhlové zrychlenie ¢ = konst.

Dané hodnoty: m=10kg, @, =5 rads™, a=50rad.s™, r=0,2m.

A M o a B

oo > TLy << z
v |
"
|
. 2r 2r |
Obr. 5.25
(55,9N)

Priklad 5.23

Bremend (povaZujme ich za hmotné body) o hmotnostiach m,,m, st uchytené
k pritu (zanedbateI'nej hmotnosti). Uréte hmotnost’ m, tak, aby sily v loZiskdch vznikajuice

v dosledku zotrva¢nych dc¢inkov boli pri rotécii stdlou uhlovou rychlostou @ rovné nule.

Dané hodnoty: m;, =2kg, [,=0,5m, [, =02m.

— ml

I,
A o B
Lic A SN
> » <<z

L

- m2

Obr. 5.26

(5kg)
Priklad 5.24

Homogénny prit AB o hmotnosti m sa otdca stdlou rychlostou @. Urcte velkost’

sily posobiacej v lozisku C v dbsledku zotrvacnych ucinkov.

Dané hodnoty: m =1kg, @=10 rad.s™, [,=0,3m, [, =0,8m
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I,
B
cos l AN
b e eo B L <<
D o C
A I,
I |
Obr. 5.27
(1,62 N)
Priklad 5.25

Rotor o hmotnosti m sa otdca okolo osi z stdlou uhlovou rychlostou @. Aka mdze
byt najvdcsia vzdialenost’ hlavnej centrdlnej osi rotora od osi roticie (e), aby sily

v radidlnych loZiskdch vznikajice od zotrva¢nych tuc¢inkov neboli viacsie ako R.

Dané hodnoty: m =400kg , n=3000ot.min"', R=400N

EL ';—.'11;"—.
e

Obr. 5.28

(0,0203 m)
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6 VSEOBECNY ROVINNY POHYB TELESA

Teleso vykondva vSeobecny rovinny pohyb vtedy, ak sa vSetky jeho body pohybuju

po rovinnych krivkéch a tie leZia v navzadjom rovnobeznych rovinéch.

VSeobecny rovinny pohyb sa rozkladd na posuvny pohyb taziska telesa (ako
hmotného bodu), v ktorom je sustredend hmota telesa a na otd¢avy pohyb telesa okolo osi

prechadzajucej jeho t'aziskom a kolmej na rovinu pohybu.

KedZe teleso md vrovine 3 stupne volnosti, mdZeme pisat’ najviac 3 linedrne

nezdvislé dynamické pohybové rovnice (DPR) vSeobecného rovinného pohybu telesa:
ma, =F,  resp. m)'éT:ZE.X, myT:ZFiy, m'Z'T=ZF,.Z,
la =M, resp. I(;K:ZMiZ,
kde m je hmotnost’ telesa,
Il moment zotrvacnosti k osi prechddzajicej taziskom telesa a kolmej na
rovinu pohybu,
a; je zrychlenie t'aziska telesa,
Xp, ¥r,Z; zloZky zrychlenia taZiska telesa,
F vyslednd vonkajsia sila,
zloZky vonkajSich sil posobiacich na teleso,
M moment vonkaj$ich sil,
M moment vonkajSich sil otd¢ajucich telesom okolo osi kolmej na rovinu

pohybu telesa.

Kineticka energia telesa vykondvajiceho vSeobecny rovinny pohyb je
1 1
EI( =§mv$ +Ela)2 ,
kde v, je rychlost’ posuvného pohybu taZiska,

w uhlova rychlost’ k osi otdcania telesa.

Moment hybnosti telesa vykonédvajiceho vSeobecny rovinny pohyb je

L=r;xmv,+lo,

kde r; je polohovy vektor t'aziska telesa.
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6.1 Priklady (VSeobecny rovinny pohyb telesa)
Priklad 6.1

Na valci je navinuté lano. Pod vplyvom vlastnej tiaZze sa valec pohybuje. Vypocitajte
zrychlenie, ktorym sa pohybuje, uhlové zrychlenie, silu v lane a kineticku energiu valca.

Hmotnost’ valca je m, hmotnost lana zanedbajte.

Dané hodnoty: m, r

1. Uvolnenie
Pri pohybe valca po odvijajicom sa lane posobi na neho sila tiaze G asila v lane F .
Valec sa pohybuje vSeobecnym rovinnym pohybom, pri¢om tazisko valca sa pohybuje
priamociaro zrychlene. V smere osi x nepOsobia Ziadne sily.
2. Dynamické pohybové rovnice valca
Valec predstavuje teleso v rovine (ma tri stupne volnosti):
x...0=0, ey
y...mayT=ZFiy, (2)
() ooty =3(M,), 3)

po dosadeni dostdvame

ma g, =G-F, (2)
al, =Fr, 3)
mrz
kde I = je moment zotrvacnosti valca.
Z

Ked’Ze v rovniciach (2), (3) st tri nezndme (a ., F ), je potrebné ndjst’ d'alsi vztah

(podmienku, rovnicu). Pomo6Zeme si kinematickou zavislostou medzi zrychlenim taZiska

valca a , pri jeho rotécii okolo okamZitého stredu otdcania K, teda

ag,=ar. 4)
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. . , e e 2 ) .
Potom po vyjadreni zo sdstavy rovnic je zrychlenie taZiska valca a :Eg a jeho uhlové

zrychlenie o = 28 . Sila v lane je F = %mg .
r

Pre kinetickud energia valca plati
odkial’ po dosadeni za
dostavame

Priklad 6.2

Valec o hmotnosti m a polomere r sa vali dole drsnou naklonenou rovinou bez
preklzavania. Trenie medzi valcom a rovinou je vyjadrena sucinitelom Smykového trenia

f . Urcte zrychlenie t'aziska valca.

Dané hodnoty: m,r, 8, f

1. Uvolnenie

Pri pohybe valca dole drsnou naklonenou rovinou ide o jeho vSeobecny rovinny
pohyb, pricom tazisko valca sa pohybuje priamociaro. Na valec pdsobi sila tiaze G,
tangencidlna (E) a normalova zlozka (Fn) Smykového odporu podlozky.
2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) valca

Valec predstavuje teleso, ktoré ma v rovine tri stupne vol'nosti, teda teoreticky vieme

napisat’ tri linedrne nezdvislé dynamické pohybové rovnice:

x...maT=ZFix, (1)
y...mag =2Fiy , (2)
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() oo, =>(M),. (3)

Ak uvédzime, Ze t'azisko valca sa pohybuje priamociaro v smere osi x, potom a , =0,

I = %mr2 . Po dosadeni do DPR dostavame

ma, =Gsin f—F,, (1)
0=-Gsinf+F,, 2)
Odémr2 =Fr. 3)

V tychto troch rovniciach su Styri nezndme (a,,F,,F ,a), preto doplnime sustavu

rovnic o kinematickd rovnicu
a=ar. €))

Potom zo sustavy rovnic (1) aZ (4) ur¢ime velkost normélovej zlozky Smykového

odporu podlozky
F, =mgcosf3,
vel'kost tangencidlnej zlozky Smykového odporu podlozky
F, = %mg sin 3,
velkost’ zrychlenia taZiska valca v smere osi x
a, = %g sin B

a velkost’ uhlového zrychlenia pohybu valca

a
oa=-"L.
r

Ak porovndme velkosti tangencidlnej zlozZky Smykového odporu podlozky

vypocitanej zo sustavy rovnic
1 .
F = 38 sin 8

s tangencidlnou zloZkou vyjadrenou z Coulombovho vztahu

F, = fF, = fimmgcos 3,
potom z tgff =3 f vyplynie uhol
[ =arctg3f,
¢o je najvicsi uhol sklonu naklonenej roviny, pri ktorom pocas valenia valca neddjde

k preklzavaniu valca po podlozke.
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Priklad 6.3
Na tenky homogénny disk o hmotnosti m,, polomere R je pevne uchyteny disk

o hmotnosti m,, polomere r, na ktory je navinuté lano. Disky sa valia po vodorovnej

drsnej podlozke pod vplyvom vodorovnej sily F v lane. Urcte zrychlenie taZiska diskov,

ak sucinitel’ Smykového trenia medzi diskom a podlozkou je f .

Dané hodnoty: m,,m,,r,R, f,F

! a,

w
—_—

>
X

1. Uvolnenie
Na (spolocné) teleso dvoch diskov pdsobi ich vlastnd (spolo¢nd) tiaz G, sila v lane

F, tangencidlna (F) anormalova (F,) zloZka $mykového odporu podlozky. Teleso sa

pohybuje v§eobecnym rovinnym pohybom, jeho taZisko 7 vodorovne zrychlene.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) telesa
Teleso ma v rovine 3 stupne vol'nosti, teda vieme napisat’ tri linedrne nezavislé DPR:
x...maT:ZFix, (1)
y...mayT=ZFZy, (2)
() ooty =3 (M), . (3)

Ak uvdZime, Ze pri pohybe telesa sa tazisko pohybuje priamociaro v smere osi x,

potom a, =0, teda DPR budu

ma, =F—F,, (1)
0=F, -G, 2)
ol, =-Fr+FR. 3)

V rovniciach (1),(2),(3) st Styri nezndme (a,,F,,F,,a), preto sustavu rovnic

doplnime o kinematicku podmienku otd€ania telesa okolo okamzitého stredu otdc¢ania K

a,=aR. @)
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Potom zo sudstavy rovnic vieme vyjadrit’ zrychlenie taZiska

_FR(R-7)
T mR+1,

o

tangencidlnu zlozku Smykového odporu podlozky

mR* +1. —mR(R—r)

F,= : F
mR” + 1,
a uhlové zrychlenie telesa
a=".
R

Aby nedoslo k tomu, Ze pri istej velkosti sily F bude valenie telesa orientované
opacne, nez je kladnd orientdcia osi x, musi byt splnend statickd podmienka valenia
F < fimg .
Priklad 6.4
Tenkd ty¢ o tia’i G a dizke 2! sa opiera koncami o hladké podlozky (steny)

v bodoch A, B. Na zaciatku je v pokoji a zviera so zvislou stenou uhol f,. Po uvolneni
ty¢ pada. Urcte, pri akom uhle S sa koniec tyCe prestane opierat’ o stenu, uréte reakciu

stien.

Dané hodnoty: G,l, 8

1. Uvol'nenie

Vo vSeobecnom ¢asovom okamihu posobi v tazisku tyce, ktord povazujeme za teleso
v rovine, jej vlastnd tiaz G, v miestach dotyku telesa so stenami reakcie A, B (normalové
zlozky reakcii, ked’Ze steny sd hladké). Pri pohybe (zostvani) ty¢ vykondva vSeobecny

rovinny pohyb.
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2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) tyce

Teleso md v rovine tri stupne vol'nosti, méZeme napisat’ najviac tri linedrne nezavislé

DPR:

X ...ma, =2Fix, (D
y...mag; =2Fiy, ()
() ooy =3 (M)), . (3)

2

Po dosadeni za ITzi—l, ng budu DPR:
8
S¢—a, @)
G .
Z 5, =BG, 5)
8
5Gl® :
,33—:Bls1n,B—Alcos,B, (6)
8

potom zo sustavy rovnic (4), (5), (6) bude

§B=(yf+g)sinﬂ—)‘q cos . 6)
Poloha t'aziska telesa vo v§eobecnom ¢asovom okamihu je urend siradnicami
x,=Ilsinff, y,=lcosp.
Ak derivujeme dvakrét tieto stradnice podla Casu, dostaneme zlozky zrychlenia
taziska
i, =1(Bcos B— B sin B),
V, = —l(ﬁsinﬂ+,32 cosﬁ).

Dosadenim do (6) dostivame
s 3g .
=—2sinf. 6
B " B (6)

Ak pouzijeme defini¢ny vztah ,B = % a integrujeme rovnicu (6), potom

b 344
[Bap==2]sin pag,
) 41

odkial’

5 =%§(cosﬂo —cos ). )
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Ak sa koniec tyCe pri jej zosuvani oddeli od steny, bude platit, Ze X, =0 a potom z

rovnice
i, =1(Bcos B— B sin B),
pre
ﬁu’:iﬁsinﬁ a f* zéﬁ(cosﬁo —cos f3),
4 ] 21
dostavame

[cos B, —2(cos B, —cos 3, )]sin B =0,

kde uhol B, je uhol, pri ktorom sa koniec ty¢e oddeli od steny.

Ked’Ze sin 3, # 0, potom musi platit
cos B, —2(cos B, —cos 3,)=0,
odkial

b= arccos(% cos ﬁoj .

Z rovnic (4), (5), (6), (7) sa daji urcit’ zlozky zrychlenia t'aZiska tyce
. 3 )
X, =Zg(3cos,8— 2cos 3, )sin 3,

¥, :—%g sin2ﬁ+%g(1—cos,60 cos f3)

a reakcie stien

A :%G(3cosﬁ—2cosﬁ0)sin,3,

B =iG(lO—9sin2 B —Gecos 3, Cosﬁ).
Priklad 6.5

Homogénny valec o hmotnosti m sa vali po drsnej podlozke bez preklzavania
(rameno valivého odporu e). V dosledku valivého odporu sa jeho pohyb zastavi na drdhe

x,. Urcte velkost’ ramena valivého odporu, ak zaciatocnd rychlost’ pohybu taZiska valca

v smere osi x bola v .

Dané hodnoty: m,r, x,,v,
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1. Uvolnenie

V tazisku valca poOsobi sila tiaze G, reakcia podloZky mé tangencidlnu (E)
a normalovu (Fn) zloZzku. Valec predstavuje teleso, ktoré sa pohybuje vSeobecnym
rovinnym pohybom, pricom taZisko 7 sa pohybuje priamociaro zrychlene (resp. v tomto
pripade spomalene).

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) valca

Valec ako teleso v rovine ma tri stupne volnosti, preto méZeme napisat’ najviac tri

linedrne nezavislé DPR:
x...maxT=ZFZx, (1)
y...mayT=ZF}y, (2)
() ..ot => (M), 3)

Ak uvaZime, Ze pri priamoCiarom pohybe taZiska je a, =0 a moment zotrvacnosti

valca je I, =%mr2 a DPR budu:

maxT:F;’
0=F -G,
al, =Fe—Fr.

Pre rota¢ny pohyb valca okolo okamzitého stredu otaCania K plati a , = ar. Potom

z DPR odvodime zrychlenie t'aZiska valca v tvare

_ Ger

a,=——.
T 2
Yomrt+1,

Pre rychlenie a , je mozné z definicie
L odv_dvdr v v’
dr  dx dr dr  2dx
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vyjadrit’
) 2Ger

Vo =—F——X
0 1°
mr’ +1,

odkial’ po dosadeni za I, dostdvame vztah pre vypocet ramena valivého odporu

Priklad 6.6

Okolo rurky o hmotnosti m je obtofené lano, v ktorom st sily pri dvihani rarky 7,,

T, . Urcte zrychlenie taZiska rurky.

Dané hodnoty: m =700 kg, 7, =3504 N, 7, =4133 N
I

T

P

G
Obr. 6.6

(1,1 ms?)
Priklad 6.7
V miestach A, B hladkej steny sa opiera ty¢ o hmotnosti m, ktora sa z pokoja zacina
zosuvat’ pod vplyvom vlastnej tiaZe tak, Ze jej tazisko md zrychlenie a;. Urcte velkost
normdlovej zlozky reakcie v bode A.

Dané hodnoty: m=3 kg, ¢, =60°, a; =i—5,5j

y
A

—_

(3N)
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Priklad 6.8

PIné homogénne koleso o hmotnosti m, polomere R sa odval'uje po drsnej podlozke

bez preklzdvania vplyvom vodorovnej sily Q, ktord pdsobi v jeho tazisku. Trenie medzi

kolesom a podlozkou je vyjadrené tangencidlnou zlozkou Smykového odporu podlozky F,.

Urcte velkost” uhlového zrychlenia kolesa, ak moment zotrvacnosti kolesa je 1, .

Dané hodnoty: m=20kg, 0=120N, F,=40N, R=0,3m, I, =0,9 kgm2

(13,3 rads?)
Priklad 6.9

Na homogénny valec o hmotnosti m, polomeru R je obtocené lano. Pri jeho pohybe

pod vplyvom vlastnej tiaZe je sila v lane 7 . Urcte uhlovu rychlost’ valca @ v case f,, ak

na zaciatku pri # =0 bola @, =0.

Dané hodnoty: m=6kg, R=0,08m, 7T=19,6 N, 1, =04 s

Obr. 6.9

(32,7 rads™)

122



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

7 SFERICKY POHYB TELESA

Tuhé teleso vykondva sféricky pohyb, ak jeden jeho bod sa v skimanom ¢asovom

intervale nepohybuje. Alebo inak — jeden jeho bod je trvalo v pokoji.
KonStrukéne sa to dd dosiahnut gulovym capom, opretym hrotom v 16Zku,
Cardanovym zdvesom a pod.

Teleso vykondvajice sféricky pohyb mda tri stupne volnosti, preto jeho pohyb
popisuju tri dynamické pohybové rovnice, oby€ajne odvodené z vety o zmene momentu
hybnosti

_dL

M T
dr

kde M je moment vonkajSich sil,
L je moment hybnosti telesa.
Majme vztazni stradnicovd sdstavu 0,x,y,z a v nej sa spolu s telesom
vykondvajicim sféricky pohyb pohybujicu siradnicovi sdstavu 0, x,, y,, z; .
Zaciatok O tejto siradnicovej sustavy je v strede sférického pohybu a siradnicové osi
X, ¥, su zdroven hlavnymi osami zotrvacnosti.
Potom dynamické (Eulerove) pohybové rovnice v zloZkovom tvare budu
M, =16 +o 6 (I -1 )
M, =106 +ooll -1I),
M_ =16 +o0ll -1),
kde @, .o, .0, su zlozky okamZitej uhlovej rychlosti, ktoré sa urcia z Eulerovych
kinematickych rovnic
O, =ysindsin@+ Becos g,
@, =y cos@sin— dsin @,
O, =ycost+@,
pricom @,y, ¢ si Eulerove uhly, ktorymi sa urcia transforma¢né rovnice medzi vzt'aznou
(nepohyblivou) stradnicovou sutstavou 0,x,y,z astradnicovou sudstavou 0,x,y,,z
(pohyblivou) spojenou s telesom vykondvajicim sféricky pohyb.

Kineticka energia telesa vykondvajiceho sféricky pohyb je
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|
E K = E I Oa) N
kde I, je moment zotrvacnosti telesa k okamzitej osi rotacie,
w okamzitd uhlova rychlost” sférického pohybu telesa.

Ak I,, @ vyjadrime v suradnicovej sdstave 0,x,,y,,z, a ak osi x;,y,,z; st hlavnymi

osami zotrvacnosti, potom

1 1 1
Ei=—I1 @ +=-1 0 +—1 @ .
2)‘1 X 2)1 N 2~1 |
Moment hybnosti telesa vykonavajuceho sféricky pohyb v suradnicovej sustave
0,x,,y,,z, kde osi x,,y,,z, st hlavnymi osami zotrvac¢nosti, je
L= Lxllxl +L>’1Jy1 + Lzlkzl ,

L =1 w

kde L =l @ ,L =1 o , L =1 @ si zlozky momentu hybnosti vsmere osi

X Vi 4y -
Medzi okamzitou uhlovou rychlostou @ a momentom hybnosti L pri sférickom
pohybe plati

Ldo =odL.
Na teleso vykondvajice dva sti€asné rotaéné pohyby pdsobi gyroskopicky moment

M, =Lxy,
kde je uhlova rychlost’ pri precesnom pohybe telesa,
L moment hybnosti vlastnej rotacie telesa.
Dalgie vztahy pouZivané pri rieSeni sférického pohybu telesa napr. pri vypoéte reakcii
uloZenia alebo s uvaZovanim pasivnych odporov sa odvodia z vety o pohybe taZiska
ma, = ZFi ,
v zloZkovom tvare
mar, = ZF;'):] )
maTy] = Z F:‘yl >
mdy, = ZE:I ’
kde
a, =axr, +OX v, =axr, +ox(oxr,),

a, =oxr; + (o r)o-o’r,.
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Po vyjadreni jednotlivych vektorov ich zloZkami, dostdvame
= —~ +a| + + )-x, (@ +@? +@?)
Ay =), 4y =&, Yir T O N\O Xir O, Vip T O, Zy7 )= X0 \ &, + O, + O, ),
—a x, -0z, +0 (@ 2, @ v, +0 2, )y, (@ + @ +&)
Apy, =@, X =, 4 TONO, Ly T O YVip T O, 2y )= Vir \ Wy " o )

_ 2 2 2
ap, =0, Xy —Q, Z;p T+ @O, (a)xl L O, Yy O, 2y )_ r (a)xl o, +o )’

kde r; je polohovy vektor t'aziska,
X YVirs Zir suradnice taZiska,
Vois@p rychlost’ a zrychlenie t'aZiska,

v . . s v
ar, ,ar, .4, zlozky zrychlenia taziska,

F,,F_,F, ,F_ vonkajSiasila a jej zlozky.

P27 i " iy 2T iy

7.1 Priklady (Sféricky pohyb telesa)
Priklad 7.1

Rotacné teleso sa skladd z valcovej a kuZel'ovej Casti. Otdca sa okolo vlastnej osi

rotdcie z; uhlovou rychlostou @, a sucasne okolo osi z uhlovou rychlostou @_, ktord je
v porovnani s @, zanedbatel'na. Uhol sklonu vlastnej osi roticie ¢ je konStantny, moment
zotrvacnosti celého telesa ktejto osi je I, avzdialenost’ taZiska telesa od zaliatku

stradnicovej sudstavy je 7. Urcte pribliznd velkost' vodorovnej reakcie uloZenia v strede

sférického pohybu telesa.

Dané hodnoty: m, 1 . U, @, 0,1

1. Uvol'nenie

V tazisku telesa posobi sila jeho vlastnej tiaze G, odstrediva sila F,, v uloZeni

vektor reakcie R . Teleso vykondva sféricky pohyb.
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2. Dynamické pohybové rovnice
Ak plati predpoklad (pozri zadanie prikladu), Ze @, >>@_, potom sa dai

s vyhovujicou presnost'ou predpokladat’, Ze vysledny moment hybnosti je

L=/ o,.

Vektor momentu hybnosti L sa otd¢a okolo osi z uhlovou rychlostou @,, potom
rychlost’ jeho konca je

v=m,XxL=M.

Ked'Ze plati, Ze M = C(li—L ,
t

kde M je moment vonkajsich sil M =r; XG .

Potom v zloZkovom tvare bude
Gr.sind = IZl 0 0, sind,
odkial

_ Gr
Izl ,

Z

Normadlové zloZka zrychlenia taZiska telesa je

2
. . Gr,
a, =1, sin ¥@; =r, sin L |,
Izl a)zl

Odstrediva sila F, je jedinou silou, ktord pOsobi na teleso horizontélne, teda je

zachytend reakciou
3.3
g 12 0)2

g4

sin .

R=ma

n

Priklad 7.2

Teleso v tvare rotaéného kuZel'a o hmotnosti m, polomere podstavy R je uchytené
v gulovom kibe 0. Otd¢a sa okolo vlastnej osi roticie z, stdlou uhlovou rychlostou ¢

a okolo osi z uhlovou rychlostou (precesny pohyb) ¥ .

Dané hodnoty: m,R,@,y,0,h
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Obr. 7.2

1. Uvol'nenie

V tazisku kuZela posobi sila jeho tiaze G . KuZel (teleso) vykondva sféricky pohyb.
2. Dynamické pohybové rovnice

Teleso vykonava sféricky pohyb, ktorého okamZitd uhlové rychlost’ @ = +V.

Sturadnicovd sustava 0,x,y,z je nepohyblivd (vztaznd), sdradnicovd sustava
0,x,,y,,z je pevne spojend s pohybujicim sa telesom tak, Ze os vlastnej rotdcie je totoZna
s osou z,. Moment vonkajsich sil posobiacich na kuzel je M =r; XG, je kolmy na rovinu
vektorov r;,G arovnobezny s priesenicou rovin xy, X, .

Moment M vonkajsich sil sa dd vyjadrit zmenou (jeho rychlostou v) koncového
bodu vektora L, ktory sa otdca okolo osi z uhlovou rychlostou (precesnou) v, ked’ze

vel'kost’ momentu hybnosti L je stidla a meni sa len jeho smer

M= C:l—L, potom dL =Mdr, teda
t

v=yxL=M.
Zlozky momentu hybnosti L v siradnicovej ststave 0,x,,y,,z, pre ¢ =Kkonst. si
L =1ysind, L, =0, L =I_(¢p+ycosd).
Moment M po dosadeni za moment hybnosti L je
M = yrkxli, I_ysind+k, I_(@+ycosd)|.
Po tprave bude
M=j, [ sinscosslr, —1.)-1, pyrsing], (1)
kde kxi, =j, cos?,

kxk, =-j, sind.

127



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Moment tiaZzovej sily G po tprave bude
M =-j, Gsin?. 2)
Porovnanim vztahov (a), (b) dostaneme
(IZl -1, )Wz cosd+1_ oy -r,G=0.

Riesenim tejto (kvadratickej) rovnice uré¢ime vel'kosti precesnej uhlovej rychlosti

L9t ¢’ +4rG L, 1, Jeos®
V12 = 2(1ZI -1, )cos v

Ak plati predpoklad, Ze ¥ << ¢, potom sa v rieSeni rovnice mézu zanedbat’ vel'mi

malé ¢leny ¥° a porovnanim momentov pre precesnt uhlovi rychlost’ bude

Gr,
I.¢
Pre rotacny kuZzel plati
I =imR2, r _3
10 4
Potom po dosadeni
.5 gh
=252
2R

Priklad 7.3

Lietadlo sa pohybuje horizontdlne a zatd¢a. Os turbiny jeho motora je totoZna
S pozdiinou osou lietadla. Urcte zlozky reakcii v loziskdch turbiny, ktoré vznikaju
v dosledku gyroskopického efektu, ak otacky turbiny sud n, rychlost’ lietadla v, polomer

zatdcky r, moment zotrvacnosti rotora turbiny 7 , vzdialenost’ loZisk turbiny 2b.

Dané hodnoty: n=600s", v=1300 km.hod™, r =1000 m, I =14,3 kgm?, 2b=1,2m

Obr.7.3
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1. Uvolnenie

Dodato¢né (dynamické) reakcie v loZiskach R,,, R,, vzniknd v dosledku posobenia
gyroskopického momentu M ;. Turbina vykondva vlastnu roticiu okolo pozdiznej osi
lietadla uhlovou rychlostou ¢ a lietadlo sa otd¢a v zdkrute uhlovou rychlostou ¥ okolo

osi kolmej na rovinu zéatacky.

2. Dynamické pohybové rovnice
Gyroskopicky moment je
M=1 o<V,
kde @ =2 je uhlova rychlost rotora turbiny,
Y= Y je precesnd uhlova rychlost’ (v zatacke).
-
Vektory ® a W sii na seba kolmé, potom velkost gyroskopického momentu je
M, =Ipy=12m~ =  M,=19467 Nm.
r
Dodato¢né (dynamické) reakcie v loZiskach turbin su
M
R, =R, =—5%=16222N.
Ad Bd 2b
Priklad 7.4

Vypocitajte uhlovi rychlost’ pri precesnom pohybe gyroskopu, ak uhlova rychlost

vlastnej rotdcie je @,, jeho tiaZz G, moment zotrvacnosti k vlastnej osi roticie I,
vzdialenost’ taZiska a centra sférického pohybu je ocC.

Dané hodnoty: @, =150 rads', G=10N, 7_ =0,005 kgm’, OC =0,04 m

(0,5333 rads™)
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Priklad 7.5
Homogénny rota¢ny kuZel' sa otdca okolo osi z, uhlovou rychlostou @, a zdroven

vykondva precesnu rotdciu okolo osi z uhlovou rychlostou @,. Medzi vektormi ®, a ®,

je uhol ¥. Vypocitajte velkost momentu sily tiaze kuzela G k bodu 0, ak moment

zotrvacnosti je I .

Dané hodnoty: @ =100 rads”, @, =14 rads”, 9=5°, I_ =0,001 kgm

(1,22.10° Nm)
Priklad 7.6
Zotrvacnik sa otdc¢a uhlovou rychlostou @,, priCom stcasne kond precesny rotacny
pohyb uhlovou rychlostou @,. Vypocitajte moment zotrvacnosti zotrvacnika k jeho
vlastnej osi rotdcie z;, ak tiaZz zotrvac¢nika je G a vzdialenost’ jeho taZiska od centra
sférického pohybu je ocC.

Dané hodnoty: @, =200 rads'l, w,=2 rads'l, G=5N, ocC =0,1m
(1,25.107 kgm?)
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8 SKRUTKOVY POHYB TELESA

V technickej praxi sa vyskytuje taky pohyb telesa, pri ktorom sa teleso otdc¢a okolo
nepohyblivej osi a zdroven sa jeho tazisko postiva v smere tejto osi (matica po skrutke
a pod.).

V zloZkovom tvare dynamické pohybové rovnice telesa, ktoré ma v tomto pripade

dva stupne volnosti su:

ma=F,,
la=M,,
kde m je hmotnost telesa,
a zrychlenie taZiska telesa pri jeho posuvnom pohybe v smere osi o,

a =@ uhlové zrychlenie pri rotacnom pohybe telesa,

M zlozka vysledného momentu vonkajSich sil k osi o,

o

F velkost’ zlozky vyslednej vonkajSej sily v smere osi o .

o

V pripade skrutkového pohybu matice po skrutke plati podmienkovd rovnica medzi

kinematickymi veli¢inami rota¢ného a posuvného pohybu

thB:L:L = v=awrtgf,
or 27
kde r je stredny priemer zdvitu,
B uhol stipania zavitu,
h stupanie zdvitu,
v rychlost’ posuvného pohybu (matice),
@ uhlov4 rychlost’ rotdcie (matice).
8.1 Priklady (Skrutkovy pohyb telesa)
Priklad 8.1

Bremeno o hmotnosti m, je zdvihané skrutkovym zdvihdkom zrychlenim a. Urcte
vel'kost” kritiaceho momentu M, , ak hmotnost’ pohyblivej Casti zdvihdka je m , moment
zotrvanosti I, stredny polomer zdvitu R, stipanie zdvitu /i a sucinitel Smykového

trenia v zavite f . Uhol stdpanie zavitu je .

Dané hodnoty: m,,m,I_,R,h, f,f,a
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Eﬁ
L=
il

‘_‘_
Q
=

)
aB A\

Obr.8.1

1. Uvolnenie

V osi skrutky (osi rotdcie z ) lezia nositelky sil tiaze pohyblivej a nepohyblivej Casti

zdvihdka G,, G, nositelky kritiaceho momentu M, ktorym zdvihdk a bremeno dvihame,

odpor proti pohybu vyjadreny momentom M,k a reakcie F, od nepohyblivej casti

zdvihéka.

2. Dynamické pohybové rovnice bremena st

kde

- pre posuvny pohyb:  (m+ m, )a= F, cos(B+¢)-G - G,,
- pre rotacny pohyb: I .a=M, —RF, sin(B+9),
@ je treci uhol.
Vztah medzi posuvnym pohybom (&) a rotaénym pohybom (&) je
h
a=aRtgf=a—.
2z

Potom velkost’ kratiaceho momentu bude

M=t R nem )as ) ] (=g,

Priklad 8.2

Vreteno o hmotnosti m, vretenového lisu vykondva skrutkovy pohyb. Gulovym

¢apom je spojené s baranom. NapiSte dynamické pohybové rovnice skrutkového pohybu

vretena, ak nafi posobi hnacf kritiaci moment M ,, stcinitel’ Smykového trenia v skrutke je

f, stipanie zdvitu je ur¢ené uhlom stipania £ .

Dané hodnoty: m,,m,,m,,M,, f,B,a,I R
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Obr.8.2

1. Uvol'nenie

Vreteno vykondva skrutkovy pohyb, to znamend, Ze sa postuva dole konStantnym

zrychlenim a a otdca sa konStantnym uhlovym zrychlenim « .

V osi roticie z lezia nositel’ky sil vlastnych tiazi, zloZka vizbovej reakcie rdmu

v smere osi z F,_, reakcia od barana B, hnaci kritiaci moment M, , moment od vizbovej

reakcie Fj, medzi vretenom a rimom M ., moment ¢apového trenia M, .

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) vretena su

ma=G,+F,_+B, (1)
lLa=M,-F_Rig(B-¢)-Br.f., 2)
ma=G,—B, 3)
kde R je stredny polomer zavitu,
(1) treci uhol,

1., f, sucharakteristické rozmery v ¢ape.

Medzi posuvnym pohybom vretena (a ) a rotanym pohybom vretena (& ) je vztah

M, =Br.f,,
a=aRtgf.

Potom vel'kost hnacicho momentu bude

M, {m+m3>mg<ﬁ—¢)+m3féré+L}a—(cz+Gg)R te(f—9)~Gir. 1.
Rtgf
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9 SUCASNE POHYBY TELESA

Ak sa hmotny objekt (teleso) pohybuje v tom istom Case tak, Ze jeho vysledny pohyb
vieme rozlozit’ (opisat’) viacerymi pohybmi, hovorime o si¢asnom pohybe. Ten modze byt
zloZeny z viacerych pohybov.

Ak si pohyby dva, potom vysledny pohyb je zloZeny =z undSavého pohybu
a z relativneho pohybu.

Vysledné zrychlenie i-teho hmotného bodu sustavy hmotnych bodov je urcené
suctom undsavého, relativneho a Coriolisovho zrychlenia

a;=a;, +a; +a,.
D'Alembertove zotrvacné sily su

- unasava: D =—ma

u u

resp. D, =F +F,,

kde F,=-ma, =-mwr,, F,=-ma,=—ma, xr,,
- relativna: F =D _ =-ma
- Coriolisova: F, =D_=-ma_.

Ak je zndmy (dany) undsavy pohyb, potom dynamické pohybové rovnice (DPR) pre
relativny pohyb su
D> ma, =Y F+D, +> F,,
Z:(ri Xm, a, )= Z:(ri ><Fi)+Z:(ri xD,, )+Z:(ri xF,.).
Tieto DPR platia pre sistavu hmotnych bodov. V pripade telesa sa sumdcia zmeni na
integraciu.
Ak st obidva pohyby rotacné s rovnobeZnymi osami rotdcie, DPR maju tvar
ma, =Y F,+F,+F, +F,,
L, =Y M, -1a,.
Ak je undsavy pohyb rota¢ny a relativny pohyb je posuvny, potom DPR st
ma, =Y F,+F,+F, +F.,
0= ZMiT -lLa,.
Ak je undsavy pohyb posuvny a relativny pohyb je rotacny, potom DPR su
ma, =Y F,+F, +F,.

la = ZMiT .
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9.1 Priklady (Suc¢asné pohyby telesa)
Priklad 9.1
Rameno o dizke 7; je uchytené oto¢ne v rovinnom kibe A. Na jeho konci je kibom B
uchytené d’alSie rameno o dizke r,, na konci ktorého je bremeno o hmotnosti m . Ramend
sa otdcaju uhlovymi rychlostami @,,®, . Hmotnosti ramien zanedbajte. Urcte silu, ktord

pOsobi na bremeno m .

Obr.9.1

1. Uvol'nenie
Na bremeno podsobia zotrvaéné sily undsavého (rotacného) pohybu okolo kibu A,
relativneho (rotaéného) pohybu okolo kibu B a zotrva¢na Coriolisova sila.
2. Dynamické pohybové rovnice
Vyslednica zotrvac¢nych sil je
F,=F,+F +F,.

V zlozkovom tvare je vysledna sila funkciou polohy

F = \/(Fr +F, P+ Fy +2(Fr +F, )FO cosy

kde
F =mnw, F=mr, F =2mno0,
r, = \/rlz +1; +2rrcosQ,, W= arcsin:—‘sin 0, ©O,=0t.
2
Priklad 9.2

Vozik sa rozbieha z pokoja stdlym zrychlenim g, . Na jeho ploSine je vol'ne poloZeny

valec o hmotnosti m . NapiSte dynamické pohybové rovnice relativneho pohybu valca na
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plosine vozika, ak sucinitel Smykového trenia medzi valcom a ploSinou je f. Valivé
odpory zanedbajte.

Dané hodnoty: a,,m, f,r

1. Uvolnenie
V tazisku valca posobi sila jeho tiaze G, zotrvacnd sila undSaného pohybu F, ,

v mieste dotyku valca s vozikom si normalovd (F,) a tangencidlna zlozka (E)

Smykového odporu ploSiny.
2. Dynamick4 pohybova rovnica (DPR) relativneho pohybu valca voci ploSine je
ma, =ma, — F,,
0=F -G, (1)
ol =Fr.
Podmienka, aby nenastalo preSmykovanie valca na ploSine je
F, < fF,. )
kinematickou podmienkou je
a, =ar, 3)
pricom zotrvac¢na sila unaSavého pohybu je
F,=ma,.

Z rovnic (1), (2) vyplynie

1
ar(m+—2 j =ma,,
r

F; :m(au _ar):au

odkial’ po dprave dostivame podmienku

. N . 1
pricom moment zotrvacnosti valca je [ = Emr2 .
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10 DYNAMIKA MECHANICKYCH SUSTAV

Z hladiska mechaniky strojové zariadenie predstavuje zloZitd mechanickd sudstavu.
AKk ju rieSime z pohl'adu dynamiky, tak ju nazyvame aj dynamicka sustava.

Zaujimaju nds parametre potrebné pri skimani dynamiky pohybu tychto sustav, t. j.
udaje o silovych, hmotnostnych, kinematickych veli¢inadch a vzdjomny prenos silovych a

kinematickych veli¢in medzi ¢lenmi sustavy.

Clenmi ststavy si tuhé telesd, hmotné body. To predpokladd zjednoduSenie, Ze
¢lenmi redlnej ststavy st také konStrukéné prvky (Casti), ktorych deformécia pri prevadzke

je mald v porovnani s rozmermi stroja.

Pohyblivé mechanické sistavy nazyvame aj mechanizmy.

10.1 Metoda uvolnenia

Ak potrebujeme v konkrétnej mechanickej sdstave urcit kinematické veli€iny,
vizbové reakcie pre vSetky cCleny ststavy, hovorime o celkovej dynamickej analyza
sustavy, a na to je vhodna metéda uvolnenia.

Postup rieSenia pri pouZiti tejto metddy je:

1. Uvolnenie

Jednotlivé Cleny sustavy (telesa, hmotné body) uvolnime z vézieb, vizby nahradime
reakciami, zakreslime vSetky posobiace sily. Pri nezndmych sildch si zvolime ich
orienticie.

Ur¢ime, akymi hmotnymi objektmi (telesd, body) st jednotlivé Cleny sdstavy a aky
pohyb vykondvaji. Na zdklade toho posidime o akud sustavu ide a kol’ko ma stupnov
volnosti.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR)

Pre kazdy clen sustavy piSeme osobitne DPR vo zvolenej suradnicovej ststave. Ich
pocet zdvisi od typu hmotného objektu (teleso, bod) atoho, ¢i je pohyb priamociary,

rovinny alebo priestorovy.
Potrebny pocet rovnic na rieSenie ststavy doplnime z dvoch zdrojov:

- zo vztahov pre pasivne odpory (Smykové trenie, odpor pri valeni, ¢apové trenie
a pod.),

- z kinematickych zavislosti medzi ¢lenmi ststavy pri jej pohybe.
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Ak z vysledkov rieSenia (sustavy rovnic) dostaneme hl'adant veli¢inu so zdpornym
znamienkom, potom jej skuto¢nd orientécia je opacnd, nez sme zvolili.
Na zostavenie DPR moZeme vyuZzit Newtonov zdkon sily, resp. d’Alembertovu

metddu zotrvaénych sil a momentov.

10.2 Metéda redukcie hmotnostnych a silovych veli¢in

Castou tlohou v rieeni pohybu mechanickej sistavy je uréit’ vztah medzi pohybom
jedného ¢lena (napr. hnaci motor) ainého Clena (napr. bubon zdvihacieho zariadenia),
pricom nepotrebujeme urcovat sily (reakcie) vo vizbach a pod.

Vtedy je vyhodné pouzit' (relativne) jednoduchSiu metédu redukcie hmotnostnych
a silovych veli¢in.

Jej podstata spoc¢iva v tom, Ze pri redukcii (prepocitani) pohybu v pdvodnej sustave
na pohyb v redukovanej sistave musia ostat’ zachované podstatné znaky (vlastnosti), ktoré

charakterizuji dynamiku pohybu stistavy. Musia teda platit’ nasledovné podmienky

Ek = Ered 4 (1)
A:Ared’ (2)
P=F,, )

medzi kinetickou energiou E,, pricou A, vykonom P v pdvodnej sustave a tymi istymi
veli¢inami v redukovanej (prepocitanej) sustave.

Redukovat’ (prepocitat’) pohyb pdvodnej sistavy moZeme na 'ubovolny ¢len sustavy,

ktory vykondva bud’ posuvny pohyb alebo rota¢ny pohyb.

10.3 Lagrangeove rovnice Il. druhu

Pre mechanickd sudstavu s i-stupiami volnosti (mechanizmus) sa daji napisat
Lagrangeove rovnice II. druhu v tvare

d(90E, | OE, , oE
dr| 94,

L ) ) 4
dg; g Gl @

prei=1,2,...,n

kde ¢, je zovSeobecnena suradnica,
q, zovseobecnend rychlost’,
E, kineticka energia sustavy,

potencidlna energia ststavy,
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0. zovSeobecnena sila zodpovedajuca konzervativnym silam (vratné sily, sily
tiaze) a nekonzervativnym silam (hnacie sily),
Q.,  zovSeobecnena sila zodpovedajica jej tlmiacim (disipativnym) silam.
S vyuzitim Langrageovych rovnic II. druhu vieme napisat tolko dynamickych
pohybovych rovnic sustavy, kol’ko mé sdstava stupfiov vol'nosti.

Zovseobecnené sily sa urcuju s vyuZzitim virtudlnych pohybov a virtudlnych préc.

10.4 Princip virtualnych prac

Princip virtudlnych préc je tiez znamy ako d’Alembertov-Lagrangeov princip alebo

vSeobecnd rovnica dynamiky.

Ak vizby v mechanickej sustave su idedlne, t. j. elementdrna praca vizbovych reakcii

pri 'ubovol'nej virtudlnej zmene polohy sa rovna nule, potom

0 = Z(F ?

r .
S M a""j, i=1,2, .., n (5)
aqz‘
je zovSeobecnenad sila odpovedajica zovSeobecnenej suradnici g, .

" aql'

Ak na sustavu s idedlnymi vdzbami pOsobia len konzervativne sily (tiaz resp. sily,
ktoré su funkciou polohy v silovom poli, vratné sily, atd’.), potom zovSeobecnena sila je
_ oE,

l aqi ’

kde E, je potencidlna energia sustavy.

Princip virtudlnych prac znamend, Ze virtudlna praca vonkajSich a zotrvaénych sil

pdsobiacich na ¢leny sustavy pri 'ubovolnej virtudlnej zmene polohy ststavy je rovna

nule, t.j.
A= (F, +F, +F, )or, + > (M, + M, +M,)60,=0,  (6)
kde F,  je vonkajsia sila posobiaca na i-ty ¢len sustavy,
F, vizbova reakcia pdsobiaca na i-ty ¢len sudstavy,
F,  zotrvatnd (d’Alembertova) sila i-teho ¢lena sustavy,
M,; moment sily F; vzhl'adom na t'aZisko i-teho telesa,
M., moment vdzbovej reakcie F, vzhl'adom na t'aZisko,

or,, virtudlne posunutie t'aZiska,
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o¢,  virtudlne pootocenie okolo t'aZiska.

Rovnica (6) je vyjadrenim principu virtudlnych pric, principu d’Alemberta-
Lagrangea, resp. vSeobecnd rovnica dynamiky.

S vyuzitim (6) vieme napisat’ tol’ko dynamickych pohybovych rovnic ststavy, kol'ko

ma ststava stupiiov vol'nosti.

10.5 Veta o zmene velkosti kinetickej energie sustavy

Pohyb mechanickej sustavy sa deje v ur¢itom ¢asovom intervale, meni sa jej poloha,
rychlost’. Primerane ako pre hmotny bod, resp. sistavu hmotnych bodov, plati zdkon
o zmene velkosti kinetickej energie aj na mechanicktd pohybovu sistavu

E —-E, =A, (7
kde E, je kineticka energia sustavy na konci ¢asového intervalu, v ktorom skimame jej
pohyb,

E,, Kkineticka energia sustavy na zaciatku ¢asového intervalu,

A préca aktivnych sil pdsobiacich na ¢leny sustavy.

Pri vypocte kinetickej energie zvazujeme, ¢o sa pohybuje (teleso, hmotny bod), aky
vykondva pohyb (posuvny, rotacny, vSeobecny). Podobne posudzujeme aj pracu vSetkych
sil posobiacich na vSetky Cleny sustavy (t.j. smer pdsobiacich sil v porovnani s pohybom
¢lena, ich orientdciou a pod.).

S vyuzitim (7) vieme napisat’ tol’ko dynamickych pohybovych rovnic ststavy, kol'ko

ma4 ststava stupiiov vol'nosti.
10.6 Priklady (Dynamika mechanickych sustav)
Priklad 10.1
Lano je vedené cez kladku a na jeho koncoch st uchytené bremena o tiazach G,,G,.

Vypocitajte zrychlenia, ktorymi sa bremend pohybuju, ak ich pohyb je vyvolany len silami
ich tiaZe. Pasivne odpory a hmotnost’ lana a kladky zanedbajte.

Dané hodnoty: G, =500 N, G, =550 N
1. Uvolnenie

Na bremend posobia sily ich vlastnej tiaze G,,G,. KedZe lano povazujeme za

dokonale ohybné a nepredlzite'né, osova sila v nom, bude podl'a zdkona akcie a reakcie
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rovnako vel'kd, opacne orientovand, pdsobiaca v osi ldn na obidve bremend. Na bremena
pdsobia priamkové silové sustavy, takze ich méZeme povazovat za hmotné body, ktoré sa

pohybujui priamociaro, zrychlene.

i
N4 N4
Tal m, m, laz
el ofyl |y
G, G,
Obr. 10.1

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) hmotnych bodov v smere pohybu s vyuzitim

Newtonovho zédkona sily
¢len 1 ma, =Y F =-G +N, (1)
¢len 2 mya, =Y F,==N+G,, ()

plati kinematickd vdzba medzi pohybmi ¢lenov
a,=a,=a. 3)

Potom zo sustavy rovnic (1), (2), (3) vieme vypocitat’

a=a,=a =Mg =0,467 ms~,
G, +G,

N =ma, + G, =523,8 N.

Priklad 10.2

Plné tenké koleso otiazi G, polomeru R sa otdCa na zaCiatku otickami n,.
Vypocitajte pocet otoceni kolesa od zaciatku brzdenia az do jeho zastavenia. Koeficient
Smykového trenia medzi kolesom a brzdou je f . TiaZ pdky a pasivne odpory v uloZeni
kolesa zanedbajte.

Dané hodnoty:n, =50 min'l, a=2m, b=0,75m, G=800 N, R=1m, ¢=0,4 m,
F=200N, f=0,2
1. Uvolnenie

Na paku 1 posobi zndma sila F, v kibe A si zlozky reakcie A,,A; a v brzdovej
cel'usti zlozky Smykového odporu 7,N . Na koleso 2 pdsobi sila jeho tiaze G, zlozky
B, B, reakcie vkibe B a vmieste dotyku brzdovej Celuste a kolesa su s ohfadom na

zékon akcie a reakcie rovnako vel'ké ale opacne zlozky Smykového odporu 7, N .
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Obr. 10.2

Na pédku pdsobi vSeobecnd rovinnd silovd sistava, povaZujeme ju preto za teleso
v rovine. Na koleso taktiez posobi vSeobecnd rovinnd silovd sustava, preto ho budeme
takisto povaZovat’ za teleso v rovine. Koleso vykondva rotacny pohyb okolo stilej osi

rotacie.

Celok tvori sustavu dvoch telies v rovine.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR)

Pre ¢len 1 sustavy (paku):

ma, =A —T, (1)

ma,, =A —F+N, (2)

a’IA=Z(M,.)A=—F(a+b)+Na—Tc. 3)
Pre ¢len 2 sustavy (koleso):

mya, =B +T, 4)

ma, =—G+B, —N, 5)

ol =Y (M), =—TR. (6)

TaZisko paky sa nepohybuje, teda plati a, = a,, =0, to isté plati pre taZisko kolesa,
teda a,, =a, =0.

Zanedbavame hmotnost’ pdky, teda jej moment zotrvacnosti /, =0.

Z Coulombovho vzt'ahu vieme

T=fN. (7)
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Po dosadeni dostavame DPR v tvare
0=A-T,
0=A-F+N,
0=-F(a+b)+Na—-Tc,
0=B +T,
0=A-F+N,
al =—TR.

Moment zotrvac¢nosti plného tenkého disku k osi, ktord prechddza jeho t'aziskom a je

kolm4 na rovinu disku je

2 2g
Zo sustavy rovnic (1) az (7) vieme vypocitat’
N =286,45 N, T =5729 N,
B =-5729 N, B, =1086,45 N,
A =5729 N, A =-8645N,

-2,
o =—1,405 rads
Znamienka minus vo vysledkoch hovoria o tom, Ze skutocnd orienticia veli¢in je

opacnd, nez sme predpokladali (Ax, Bx,a). Koleso sa otaca tak, ako je naznacend orientacia
uhlovej rychlosti @ na obrédzku, ale spomalene, teda brzdi.

Pre rovnomerne spomaleny rota¢ny pohyb plati

= d_a) =konsStanta, w= d—¢ ,
dr dr
—ajdtzjda), w=a, -ot,
0 @,
4 t
—at=-w,+w, jd¢=j(w0—at)dt,
0 0
tZ
p=0r—-o—,
kde uhol ¢ je uhol otoc¢enia kolesa.
Ak dosadime za @, = 276[3” , ¢=27m, kde n je poCet otoceni kolesa, potom
2
n=—""__ _1 55 oticky.
120-30-

Teda koleso sa od zaciatku brzdenia az do jeho zastavenia otocilo 1,55 krét.
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Priklad 10.3
Clen 2 o tiaZi G rovinnej sdstavy je lanom spojeny s bubnom o tiaZi G, a polomere

r. Sustava sa pohybuje pod vplyvom vlastnych tiazi. Vypocitajte velkost sily v lane

a zrychlenia obidvoch ¢lenov sustavy. Pasivne odpory zanedbajte.

Dané hodnoty: G =1000N, G, =150 N, r =10 cm

Obr. 10.3

a) Metdda uvol'nenia

1. Uvol'nenie
Na bubon (¢len 1 sustavy) posobi sila jeho tiaze G,, zlozky reakcie v kibe A a osova

sila vlane N . Tieto sily tvoria vSeobecnu rovinnu silovu sustavu, takze bubon budeme
povazovat’ za teleso v rovine, ktoré kond rotaény pohyb okolo stdlej osi rotacie, zrychleny.
Na bremeno (¢len 2 sustavy) posobi sila jeho tiaze G a osovd sila vlane N, pricom
pri jej zakresleni reSpektujeme platnost’ zdkona akcie a reakcie vo vnttornej vizbe medzi
C¢lenmi sustavy. Na bremeno poOsobi priamkovéa silovd sustava, takZe ho mdZeme
povazovat’ za hmotny bod pohybujici sa priamociaro, zrychlene.
Celok tvori sustavu telesa a hmotného bodu v rovine.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) ststavy

Pre ¢len 1 (bubon) vieme napisat’ 3 linedrne nezdvislé DPR:

mbax:ZF;x:Ax’ (1)
mya, =Y F,=A -G,—N, (2)
al =Y (M,), =Nr, 3)

kde a,=a =0 pretoZe taZisko ¢lena 1 sa nepohybuje a moment zotrvacnosti bubna je

2 2
_mr _Gyr

1 .
2 2g
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Pre ¢len 2 (bremeno) vieme napisat’ 1 linedrne nezavisld DPR:
mazZFiy=G—N. 4)
V rovniciach (1) az (4) je pat nezndmych. Ak vyuZijeme kinematickd zavislost medzi
pohybmi bubna a bremena, ktord je ur¢ena vztahom

a=ar, &)
potom zo ststavy rovnic (1) az (5) vieme vypocitat’
6
r((;b + Gj
g\ 2

a=ar=9,125ms>,

a= =91,255 rads™,

N=G(1—£j=69,76 N:
g

A, =0, A =G, +N=219,76N.

b) Metdda redukcie hmotnostnych a silovych velié¢in

Pre pouZzitie tejto metddy upravime zadanie. Budeme pocitat’ len zrychlenia ¢lenov 1
a 2 sustavy.
1. Uvolnenie

Pri uvolneni postupujeme rovnako ako pri predchddzajicom rieSeni prikladu

(obr.10.3).

Ktoré sily su aktivne, resp. neaktivne, si vysvetlime pri pisani dynamickych
pohybovych rovnic.
2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) sustavy

Ak chceme redukovat’ (prepocitat’) pohyb pdvodnej sustavy na pohyb redukovanej

sustavy, musi platit’

E, :Ek,red’ (1
A = Ared ’ (2)
P=P,, 3)

kde na Tlavych strandch rovnic je kinetickd energia E,, prdca A, vykon P v pdvodnej
sustave, na pravych strandch tie isté veli¢iny v redukovanej ststave.

Redukujeme (prepocitame) pohyb pdvodnej sistavy na pohyb jedného jej €lena, napr.
na pohyb ¢lena 2 (bremena), ktory vykondva priamociary zrychleny pohyb. Jeho DPR

v smere osi y teda je
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mreda = Fred : (4)

Redukované veli¢iny v rovnici (4) mdzeme vyjadrit’ z podmienok (1) aZ (3), kde

2F
zrovnice (1) vyplynie E, =FE, , = %mredvg = m,, =—,
Vs
. . P
zrovnice (3) vyplynie P=P_,=F v, = F,=—.
Va

Po dosadeni do rovnice (4), DPR redukovanej stistavy na pohyb ¢lena 2 bude

25 =2 5)

V) V)

kde E, je kinetickd energia v pdvodne;j sustave ako funkcia rychlosti v, ¢lena 2,

P vykon v pdvodne;j ststave ako funkcia rychlosti v, ¢lena 2.

Kinetickd energia E, v povodnej ststave vo funkcii rychlosti ¢lena 2:

E =) E =E +E,_,

KedZe v, = ar , potom

Vykon sil posobiacich na €leny sustavy vo funkcii rychlosti ¢lena 2 je dany suctom:
P=) P=P+P,.
KedZe sily G,,A,, A, pdsobia v nepohyblivom bode, nemaju vykon a preto plati
P=F, +P, +P, +P,=Nv,,
P,=PFP,+P,=Gv,—Nv,.
Sila N je vo vnitornej vizbe, preto s ohl'adom na zdkon akcie a reakcie, je vykon tejto
sily na jednom ¢lene + Nv, a na susednom ¢lene — Nv,. Potom vykon sil pdsobiacich na
sustavu je
P=Gv,.
Po dosadeni vyslednych vztahov E, a P do rovnice (5) bude DPR redukovanej

sustavy na pohyb clena 2
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odkial’ po tdprave dostdvame

a= GgG =9,125 ms‘z,
G+—>
2
o =% 291255 rads™.

r

Ak budeme redukovat’ (prepocitavat) pohyb povodnej ststavy na pohyb ¢lena 1,
ktory vykondva rotaény pohyb okolo stdlej osi roticie, potom DPR redukovanej sistavy
bude

al,, =M,,,. (6)

Redukované veli¢iny v rovnici (6) mdZeme vyjadrit’ z podmienok (1) az (3), kde

. . 1 2E
zrovnice (1) vyplynie E, =E,_,, = Elmda)2 = l,,=—"kF

zrovnice (3) vyplynie P=P_ =M, o = M,, =—.

Po dosadeni do rovnice (6) , DPR redukovanej ststavy na pohyb ¢lena 2 bude

2F P
a—kt==—, (7)
o

kde E, je kineticka energia v povodnej sustave ako funkcia uhlovej rychlosti @,
P vykon v povodnej ststave ako funkcia uhlovej rychlosti @.
Kinetickd energia E, v pdvodnej sustave vo funkcii uhlovej rychlosti @ clena 1

ur¢ime zo vztahu pre E, , ktory bol odvodeny pri predchddzajicom rieSen{

2 2 2
Ekzv—2 G+i 9T G+ﬂ :
2g 2 2g 2

Vykon sil pdsobiacich na ¢leny sdstavy vo funkcii uhlovej rychlosti @ clena 1
uréime zo vzt'ahu pre P, ktory bol takisto odvodeny pri predchddzajicom rieSeni

P=Gv,=Gor.

Po dosadeni do rovnice (7) bude DPR redukovanej sistavy na pohyb ¢lena 1

2.2
297 (G+Gb
2g

() ()
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odkial’ po tdprave dostdvame

Gg

r(G+G”]
2

a=ar=9,125 ms>.

a= =91,255 rads™,

¢) Langrangeove rovnice II. druhu

Upravime zadanie ulohy. Vypocitajte zrychlenia ¢lenov 1,2 sustavy.

1. Uvolnenie

Pre uvolnenie pouZijeme obr.10.3, avSak vidzby predpokladdme idedlne.

2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR)

Langrangeovu rovnicu II. druhu pre tento pripad (kedy zanedbavame pasivne odpory)
mdZeme napisat’ v tvare
d 0E, OE
——-—r=0, (8)
dr 9q, 9g,

kde E, je kinetickd energia sustavy,

o zovSeobecnena sila,
q, zovSeobecnena suradnica,
q, zovSeobecnend rychlost’.

Za zovSeobecnent suradnicu zvolime ¢, = y,, €o je posuv €lena 2 v smere osi y . Jej

derivéciou podl'a ¢asu dostdvame zovSeobecnend rychlost’ ¢, =y, .

Kinetickd energia sustavy E, vo funkcii rychlosti ¢lena 2 (pozri predchadzajice
rieSenie) je uréend vztahom:

2 )
Ek:V_Z G+i :ﬁ G+i ,
2g 2 2g 2

odkial

a9y, 8

d 9E; :y_Z(G +ﬂj ,
drdy, g

148



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Na vyjadrenie zovSeobecnenej sily O, pouZijeme virtudlne préce sil posobiacich na
Cleny ststavy vo funkcii virtudlneho posunutia &, ¢lena 2. Ked’Ze sila N je vo vniitorne;
vizbe, kde plati zdkon akcie a reakcie, a sily G,,A_, Ay posobia v nepohyblivom bode, ¢ize

nekonaju pracu, potom virtudlna prica sil v sustave je
A=0;+6; +0, +J, +6,=G6,,

a zovsSeobecnena sila

0 =G.
Po dosadeni odvodenych vzt'ahov do rovnice (8) bude DPR sustavy
g 2
odkial’ po tdprave dostdvame
§,=a= GgG =9,125 ms™.
G+—2%
2
a, =2 =91,255 rads™.

r

d) Princip virtualnych prac. Princip d’ Alembert-Lagrange. VSeobecna rovnica dynamiky

Upravime zadanie dlohy. Vypocitajte zrychlenia ¢lenov 1, 2 ststavy
1. Uvolnenie

Vizby povaZzujeme za idedlne, zakreslime len aktivnu silu G vykondvajicu pracu,
zotrvané d’Alembertove sily a momenty Z,,M,, ktoré pricu nevykondvaju a ktorych
orientdcia je opacnd, ako su veliiny zrychlenia a,, «,.

6(Plﬂ wl’ al
— A

@

zZ,
@ lSYZa a27 VZ

G
Obr. 104

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) ststavy

DPR vyjadrime vo vzt'ahu na pohyb ¢lena 2 sustavy, teda

Z(miaz _F;')@’z =0 )
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kde m,a, suzotrvacné Gcinky (sila Z,, moment M),
F, vonkajSie aktivne sily,

o, virtudlne posunutie ¢lena 2 sustavy.

Zotrvacna (d’ Alembertova) sila je
Z,=ma,,
zotrvaény moment

a, 1 G G
2 _Thpr = b gy

M, =al =
r2g 2g

Po dosadeni do rovnice (9) dostdvame
0, —ma,0, ——a,rép, =0
Go, —ma,o, a,ro @, ,

kde virtudlne posunutie , =rd¢,, takZe po tprave bude mat DPR tvar

G G,

G-—a,——"a,=0.
g = 28
odkial’ potom
a, = Ge =9,125 ms'z,
G+—2+
2

o, =22 291,255 rad 5.
r

Priklad 10.4
Rovinnd ststava sa zacne pohybovat” z pokoja pod vplyvom vlastnych tiazi.
Vypocitajte drahu ¢lena 1 po Case ¢, od zaciatku pohybu. Pasivne odpory zanedbajte. Clen

1 povaZzujte za hmotny bod.

Dané hodnoty: G, =500N, G, =200N, £=30", r=0,2m, 1, =25

Obr. 10.5
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a) Metdda uvolnenia

1. Uvolnenie

Na ¢len 1 posobi sila jeho tiaZze G,, normalova reakcia naklonenej roviny N, a osova
sila vlane N . Tieto sily tvoria centrdlnu rovinnd silovd ststavu, preto ¢len 1 mdZeme
povazovat’ za hmotny bod, ktory sa pohybuje priamociaro zrychlene.

Na clen 2 posobf sila jeho tiaze G, , zlozky A, ,Ay reakcie v lozisku A, sila v lane
N, pri zakresleni ktorej reSpektujeme zdkon akcie a reakcie vo vnutornej vizbe medzi
¢lenmi 1, 2. Sily pdsobiace na ¢len 2 tvoria vSeobecnud rovinnd silovid sudstavu, preto ho

povazujeme za teleso v rovine, pohybujice sa rotatne okolo stdlej osi rotdcie

prechddzajucej bodom A, zrychlene.

Celok tvori rovinnu sustavu telesa a hmotného bodu.

2. Dynamické pohybové rovnice stistavy (DPR)

Pre ¢len 1 (hmotny bod v rovine) vieme napisat’ dve DPR

ma, =Y F,, QaI:Glsin,B—N, (1)
8
ma,, =Y F, 0=-G,cosf+N,. )
Pre ¢len 2 (teleso v rovine) vieme napisat’ tri DPR
mya,, =Y F,, 0=B,+Ncosf, (3)
m,a,, :ZFiy’ 0=B},—G2—Nsinﬁ, 4)
1
a212:Z(Mi)A, azzmzi’z:Nr. (5)

Zavislost’ medzi kinematickymi veli¢inami ¢lenov 1, 2 je vyjadrena vztahom
a, =a,r. (6)
Zo sustavy rovnic (1) az (6) vieme vypocitat’

_aGr
2g

N = 41,65N, N, =G, cos § =433,01N,

A =—Ncosf=-36,07N, A, =G, + Nsin = 429,76N,

a,=—808 20 43rads?,

2r g+i
2 4
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g, =—8GB __ 4 08 ms?
1 > :
S
2 4

Pre drdhu rovnomerne zrychleného priamociareho pohybu ¢lena 1 plati

dv, ds,
al =—, v] =—,
dr dr
1 Vi
ds
aljdt:-[dvl, —L=at,
dr
0 0
X 1
at, =v, Id51 = jaltl ,
0 0
2
at
X = ? =8,16m.

b) Metdda redukcie hmotnostnych a silovych velié¢in

1. Uvolnenie
Pouzijeme obr. 10.5
2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) sustavy
Ak chceme redukovat (prepocitat’) pohyb povodnej sdstavy na pohyb clena

redukovanej sistavy, musia byt’ splnené podmienky

EK = EKred (1)
A = Ared (2)
P=p, 3)

kde na lavych strandch rovnic je kinetickd energia E,, prica A, vykon P v pOvodnej
sustave, na pravych stranich tie isté veliCiny v redukovanej sustave.

Pohyb pdvodnej sdstavy redukujeme (prepocitame) na pohyb napr. €lena 1, ¢o je
hmotny bod vykonavajici priamociary zrychleny pohyb.

Potom DPR redukovanej sdstavy na pohyb ¢lena 1 bude

mredal = Fred : (4)
. . 1 2E
Zrovnice (1) vyplynie E, =E, , = Emmdvl2 = m,, =
v
. . A
Zrovnice (2) vyplynie A=A, =F, s, = F,,=—.
S
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Po dosadeni do (4) bude DPR redukovanej sustavy

2E A
R it )

kde E, je kinetickd energia v pdvodne;j sustave ako funkcia rychlosti v, ¢lena 1,

P vykon v povodne;j sustave ako funkcia rychlosti v, ¢lena 1,

Kinetickd energia E, v povodnej ststave vo funkcii rychlosti ¢lena 1 je dand suctom

Ey = ZEKi =Eg +Eg,,
kde

KedZze v, = w,r, potom

g\2 4
Préca sil posobiacich na ¢leny povodnej sustavy je
A=) A=A+A,

KedZe sila N, je kolma na smer pohybu a sily G,,A,,,A, pdsobia v nepohyblivom bode,

ich praca je nulova. Sila N je vo vnitornej védzbe, preto s ohladom na zdkon akcie a
reakcie, sa jej vyslednd préca takisto rovnd nule. S ohl'adom na uvedené plati
A =A; +Ay +A, =5Gsinf,
A=A, +A,+A,+A,=0.
Potom préca sil pdsobiacich v sustave bude
A=5G;sinf.
Dosadenim odvodenych vztahov do rovnice (5) dostdivame DPR redukovanej sdstavy

2v5[G1+sz

g\l 2 4 _ 5,G;sin 8
2 1 ’

Vi S

odkial’ po tprave ziskavame vztah pre vypocet zrychlenia ¢lena 1

G,gsin 3
2 gﬂ'i
2 4

¢ Mo - ie¥enim v prf )
ktory mOzeme porovnat’ s rieSenim ripade a

a, =
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¢) Lagrangeove rovnice II. druhu

1. Uvolnenie

Pouzijeme obr. 10.5

2. Dynamick4 pohybova rovnica (DPR)

Langrangeovu rovnicu II. druhu pre tento pripad (kedy zanedbavame pasivne odpory)

mdZeme napisat’ v tvare

9By O g, M
dr dg,  dq,
kde g, je zovseobecnena suradnica,
q zovSeobecnend rychlost,

E,  kinetickd energia ststavy,

0. zovSeobecnend sila.

Za zovSeobecnenu suradnicu zvolime posuv s, ¢lena 1. Potom

q, =5 = 9, =5
Kinetickd energia sustavy vo funkcii zovSeobecnenej rychlosti s, €lena 1 (pozri

rieSenie a) prikladu) je ur€end vztahom

PR ([N

g\ 2 4 g\ 2 4
odkial’
aE,{ZO’
os,
%_a(&z)
%, g\2 4)

49, _2%(G G
dt ds, g\2 4)

Na urcenie zovSeobecnej sily O, vyuZijeme virtudlnu pracu sil pdsobiacich na ¢leny
ststavy vo funkcii virtudlneho posunutia Js, ¢lena 1. Ked'Ze sila tiaze G, je jedind, ktord
koné préicu, plati

O0A =G, sin B, .

Préce ostatnych sil su rovné nule (pozri rieSenie b) prikladu). Potom zovSeobecnena sila je

0, =Gsinf.
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Po dosadeni do rovnice (1) bude DPR stistavy

ﬁ(ﬁ+%]=Glsin,6’,

g 2
odkial’ po uprave ziskavame vzt'ah pre vypocet zrychlenia ¢lena 1
§=a = G,gsinf ’
=)
2 4

ktory moZeme porovnat s rieSeniami v pripadoch a), b).

d) Princip virtualnych prac. Princip d’ Alembert-Lagrange. VSeobecna rovnica dynamiky

1. Uvol'nenie

V obrazku zakreslime vonkajSie aktivne sily (G,), zotrvacné d’Alembertove sily

a momenty (Z,,M, ), pri¢om ich orientécia je opacnd ako orientdcia zrychleni.

S(Pb ©,, 0,
r
\,\
'\, Zl QVI, al
W}l
Obr. 10.6

2. Dynamick4 pohybova rovnica (DPR)
Princip virtudlnych prac mdZeme zapisat’ v tvare

Z(miai_F;)&iZO’ )

kde Ox  su virtudlne posunutia, v tomto pripade virtudlne posunutie Jx, ¢lena 1,
F, vyjadruje vonkajsie aktivne sily (G,),

m,a;  vyjadruje zotrvac¢né ucinky (silu Z,, moment M ).

1

Pre zotrvacnu silu Z, a zotrvacny moment M, plati
G
— — 1
Zl - mlal - al ’

M, =a,l, =&l§r2 =—2aqr,
r2g 2g

odkial’ potom

a,= G—gG =9,125 ms~,
G+—2
2
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a, =22 =91,255 rads™.
r

Po dosadeni do rovnice (1) dostavame
G, sin A& —a s - S2arsp, =0,
g 2g

kde virtudlne posunutie d, =rdg,, takze po tprave bude mat’ DPR tvar

—ﬂ(G, +ij=—Gsinﬁ,
g 2

odkial’ zrychlenie ¢lena 1
gG,sin
G\=""—G"
G+
2
¢o moZeme porovnat’ s rieSeniami v pripadoch a), b), c).

Priklad 10.5

Rovinnd ststava sa zacne pohybovat z pokoja pod vplyvom vlastnych tiazi.
Vypocitajte drdhu €lena 1, ktord prejde za Cas #, od zaCiatku pohybu. Pasivne odpory
zanedbajte. Clen 1 povaZujte za hmotny bod.

Dané hodnoty: G, =50 N, G,=80 N, G;=60 N, t,=1,5s, R=0,6 m, r=0,3 m,
B =40°

1. Uvolnenie
Na ¢len 1 poOsobi sila tiaZze G,, normdlovd zloZka reakcie naklonenej roviny N, a
osovd sila v lane N,. Sily tvoria centrdlnu rovinni silova sustavu, preto moZeme clen 1

povazovat’ za hmotny bod v rovine, ktory sa pohybuje priamociaro, zrychlene.
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Na ¢len 2 poOsobi sila tiaze G, , zlozky reakcie Ax,Ay v kibe A , osova sila v lane N,

(pri jej zakresleni reSpektujeme zdkon akcie a reakcie vo vnttornej vdzbe medzi ¢lenmi 1,
2 ststavy). Sily tvoria v§eobecnu rovinnd silovi ststavu, ¢len 2 preto povazujeme za teleso
v rovine, ktoré sa pohybuje rotatne okolo stdlej osi roticie prechddzajicej bodom A,

zrychlene.
Na ¢len 3 poOsobi sila tiaze G, sila v lane N, ako vnitornd vizba medzi ¢lenmi 2, 3.

Sily tvoria priamkovu silovu sudstavu, takZe ¢len 3 povazujeme za hmotny bod, ktory sa
pohybuje priamociaro, zrychlene.
Celok tvori rovinnu sdstavu pozostavajicu z dvoch hmotnych bodov a telesa.
2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) sustavy
Pre Clen 1 vieme zapisat’ dve DPR
ma, =Y F,=N,—G,sinf3, (1)
ma,, =Y F, =N, —Gcosf, (2)

pricom a, =0.

Pre ¢len 2 vieme napisat’ tri DPR

mZaZxZZEx:Ax_NSCOSﬁ’ (3)
mya, =Y F, =A —G,-N,-N,sinf3, 4)
al,=3 (M), =N,R-N,r, (5)
2 2
pricom a,, =a,, =0 a moment zotrvacnosti Clena 2 je I, = m22R = G22R
8

Pre ¢len 3 vieme napisat’ jednu DPR
mya; =Y F, =G, —N,. (6)

Medzi pohybmi ¢lenov 1,2 a 2,3 platia kinematické zavislosti:

a, =a,r, (7)
a,=0,R. 8)
Potom zo sustavy rovnic (1) az (8) vypocitame
N, =G, cos f=383N, a,=a,R=383ms?,
a,=a,r=1915ms>, N, =—mya, +G, =36,57N,
N, =M:41,9N, A, = N,cos f=32,097N,
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A, =G, +N,+N,sin f= 1435 N,
_ g(G3R - Glrsinﬂ)

= 55 = 6384 rads”.
Gr’+ RZ(Gg + 2)
T2
Drahu ¢lena 1, ktory vykondva priamociary zrychleny pohyb uréime
dv, ds,
a =—, V=—,
dr dr
t v
1 1 dS
a, |dr=|dv,, —L =at,,
Jar=] a
at, =v,, '[ ds, = '[ atdt,
0 0
at;

% =—t-=2,154m.

b) Metdda redukcie hmotnostnych a silovych veli¢in

1. Uvolnenie
PouZijeme obr.10.7.
2. Dynamickd pohybova rovnice (DPR) sustavy

Ak chceme redukovat’ (prepocitat) pohyb pdvodnej sdstavy na pohyb zvoleného

¢lena redukovanej ststavy, musia platit’ podmienky

E =E . (1
A = Ared ’ (2)
P=F,, 3)

kde na Tavych stranidch rovnic je kinetickd energia E,, prdca A, vykon P v pdvodnej
sustave, na pravych strandch tie isté veli¢iny v redukovanej sustave.

Redukujme (prepocitajme) pohyb pdvodnej sustavy napr. na pohyb ¢lena 1, ktory
vykondva priamociary zrychleny pohyb.

Potom DPR redukovanej ststavy na pohyb ¢lena 1 bude

mredal = Fred : (4)
2F
Zrovnice (1) vyplynie E, =E,,, =%mredvl2 = m,, =—"
Vi
. . P
Zrovnice (3) vyplynie P=P_,=F v, = F, ,=—.
Vl
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Po dosadeni do rovnice (4) bude DPR redukovanej sustavy

2FE P
2k al =, (5)

Vi Vi

kde E, je kinetickd energia v pdvodne;j sustave ako funkcia rychlosti v, ¢lena 1,
P vykon v povodne;j sustave ako funkcia rychlosti v, ¢lena 1,

Kinetickd energia v povodnej sdstave vo funkcii rychlosti v, je dand stictom

@:Z%:%+%+%’

. . i . , R
pri¢om pre kinematické veliiny platia vztahy v, =a&,r, v,=w,R, v;= ni
,
Potom
1 1
E, _mlvlz __ivlz’
b2 2 g
2p2
R
Ek —l]szZ =ll_2V1 22 s
P2 g r
2 p2
E =tmp=lGvk
P2 2 g r
odkial’ po dosadeni
2 2 2
1G,R° G;,R
E =G += S+
2g 2 r r

Vykon v povodnej sustave vo funkcii rychlosti v, ¢lena 1 je dany suctom
P=)P=PR+P+P.
Pretoze sila N, je kolmé na smer pohybu, sily N, a N, su silami vo vnitornych vézbdch,

asily G,,A,,A, pdsobia v nepohybujicom sa bode, ich vykony si rovné nule a preto plati

P =-vG;sinf,
P, =0,
R
P3:G3V3:G3VI_-
,

Potom vykon v pdvodnej sustave je
. R
P=vl(—Glsm,B+G3—j.
r

Po dosadeni do rovnice (5) bude DPR redukovanej sustavy
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2 2
26+ 16,
2 r ) R
5 alzvl(—G151n,6’+G3—j,
gV r
odkial’ po dprave dostdvame
o, =ra,,
kde
o = g(G,R-G,rsin B)
2 3

G
Gr’+ Rz(z +G,
2
¢o mdzeme porovnat’ s rieSenim a) prikladu.

Ak budeme redukovat’ (prepocitavat) pohyb povodnej sdstavy na pohyb ¢lena 2,

ktory vykondva rota¢ny pohyb okolo stalej osi roticie, potom DPR redukovanej sdstavy je

Ireda2 = Mred . (6)
. 1 2E
Zrovnice (1) vyplyva E, =E,,  =—1a; = red =—— -
2 w,
. . P
Zrovnice (3) vyplyva P=P_,=M o, = M,,=—.
a)Z

Po dosadeni do rovnice (6) bude DPR redukovanej sustavy

2E P
—a,=—, )
a)2 a)2

kde E, je kinetickd energia v pdvodnej sustave ako funkcia uhlovej rychlosti @,
¢lena 2,
P vykon v pdvodne;j ststave ako funkcia uhlovej rychlosti @, ¢lena 2.
Kinetickd energia povodnej sustavy vo funkcii uhlovej rychlosti @, je dand suc¢tom
E =) E =E +E_+E,_,

pri¢om pre kinematické veli¢iny platia vztahy v, =w,r, v, =w,R.

Potom
1 1G
E, 5””1"12 :E_lwzz"z’
E, =112a)§ =liR2a)§,
2
1 1G
Ek3 =5m3v32 :§_3R2a)22 s
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odkial’ po dosadeni

2
E = l&[q# Lor s G3R2j .
2 g 2

Vykon v povodnej ststave vo funkcii uhlovej rychlosti @, ur¢ime zo vztahov
odvodenych v predchadzajicom rieSeni
P=) R=R+P+P,
kde
P =—vG,sin B=-Gw,rsin 3,
P, =0,
P, =Gy, =G,0,R .
Potom vykon v pdvodnej sustave je
P=w,(G,R-Grsin ).
Po dosadeni do rovnice (7) bude DPR redukovanej ststavy

2 1oy} | [ ; ,
= 2 Gr+—-G,R*+G,R | o, = 0, (G,R— G,rsin ),
w2 g 2 )
odkial’ po dprave dostdvame
g(G3R —G;sin )

2 )
Gr’+ RZ(G3 + (;ZJ

¢o mdzeme porovnat’ s predchddzajicimi rieSeniami.

¢) Langrangeove rovnice II. druhu

1. Uvol'nenie

PouZijeme obr.10.7.

2. Dynamickd pohybova rovnice (DPR) sustavy

Langrangeovu rovnicu pre tento typ sdstavy modze zapisat’ v tvare
y y

%%—% -0, ()
kde ¢, je zovSeobecnend suradnica,
q; zovseobecnend rychlost’,
E, kineticka energia sustavy,
0. zovSeobecnend sila.
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Za zovSeobecnenu sdradnicu zvolime posuv s, ¢lena 1. Potom
a4, = 5> = q, =5 -
Kinetickd energia povodnej sustavy vo funkcii rychlosti v, ¢lena 1 (pozri rieSenie a)

prikladu) je dand vztahom

2 2 2 -2 2 2
E, =lv—1[Gl+%G2R L GR j—s—‘(GﬁGzR L GR J

2 g r’ o) 2g 2r? r’
odkial
oE,
—k =0,
os,
. 2 2
a_E"k:i Gl+lG2§ +G3I§ ,
a5, g r r

. 2 2

iaﬂ = i Gl + GZIE + G32R .
dr ds, g 2r r

Zovseobecnentd silu Q, uréime s vyuZitim virtudlnej price dA sil posobiacich na

¢leny ststavy vo funkcii virtudlneho posunutia Js, ¢lena 1

S =—8,G,sin f+ Gy, =—G,85, + G, X &,
r
pricom medzi virtudlnymi pohybmi ¢lenov ststavy platia zavislosti
O, =rop,, s, = 0p,R
potom
R .
O0A= é:sl(Gs —=G, sm,b’j.
r
odkial’ zovS§eobecnen sila je

0, =G3£—Glsinﬁ.
r

Po dosadeni do rovnice (1) bude DPR ststavy

. 2 2
ﬂ[GﬁGz_fgﬁsf J:Gﬁ_qmﬁ,
g r

2r r

odkial’ po dprave dostdvame
(GR-Grsinf)g
Gr’+ RZ(% + G3j

§=a,—

¢o moZeme porovnat’ s rieSeniami a), b) prikladu.
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d) Princip virtualnych prac. Princip d’ Alembert-Lagrange. VSeobecna rovnica dynamiky

1. Uvol'nenie
Zakreslime vonkajSie aktivne sily (ktoré konaju pricu) G,, G,, zotrvacné

d’Alembertove sily a momenty Z,,Z,, M, .

Obr. 10.8

2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) sustavy

Princip virtudlnych prac pre tento typ sistavy mdzeme formdlne vyjadrit’ v tvare

Z(miai_F;‘)dgi =0, (D

kde m,a, predstavuje zotrvacné ucinky, orientované opacne ako zrychlenia,
F, vonkajSie aktivne sily,
Js.  virtudlne pohyby.

1

Zotrvacné sily su

Z, =ma, =—ta,,
8
G G, R
Z, :_3613 = 1
8 8T
oy . a,
pricom plati a, =—R.
r
Zotrvaény moment
2
M,=a,l, :ﬁlﬂly :lgR_al
r2g 2 g r

Po dosadeni do rovnice (1) dostavame

— G0, sin B — Z,85, — M,8p, + G55, — Z,65, =0,

pricom medzi virtudlnymi pohybmi ¢lenov ststavy platia zavislosti

0s, = roQ,, 0s, = OP,R ,
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potom
2
—G,0s,;sin 8 —ﬂalésl —liR—al & +G, @R —iﬁalﬁR =0,

g 2 g r r r gr r

po uprave
D’ R’ : R
—ﬁ(Gl +G2—2+G3—2j =G,sinf-G,—,

g 2r r r

odkial

_ rg(G,R-Grsin B)

’

a

Gr’+ RZ(GZ + G3j
2
¢o moZeme porovnat’ s predchadzajicimi rieSeniami a), b), ¢) prikladu.

Priklad 10.6

Rovinnd sudstava sa pohybuje pod vplyvom vlastnych tiazi tak, Ze na zacCiatku
casového intervalu md jej €len 4 rychlost’ v, . Aku drdhu musi prekonat’ ¢len 4, aby sa jeho
rychlost’ zdvojndsobila? Koeficient Smykového trenia medzi ¢lenom 1 a podlozkou je f .

Ostatné pasivne odpory zanedbajte. Cleny 1, 4 povaZujte za hmotné body.

Dané hodnoty: v, =0,5 ms, f=02r=r,G6=G,=10N, G,=G;=30N

Obr. 10.9

Ulohu riesime s vyuZitim vety o zmene velkosti kinetickej energie sistavy.
1. Uvol'nenie

Zakreslime vonkajSie aktivne sily, t. j. vlastné tiaze G,,G, ,G;,G,, tangencidlnu T,

anormdlova N, zlozku Smykového odporu podlozky na €len 1, osovu silu N v lane ¢lena
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3. Na ¢len 2 pdsobia zlozky reakcie A ,A v kibe A. Nakreslime sily vo vnutornych

vizbéach (na landch) medzi Clenmi sdstavy. Pretoze plati zdkon akcie a reakcie, je celkova
praca tychto sil sa rovnd nule.

Na ¢len 1 pdsobi centrdlna rovinna silova sustava, povazujeme ho preto za hmotny
bod v rovine, ktory sa pohybuje priamociaro zrychlene.

Na clen 2 pdsobi vSeobecnd rovinnd silova sudstava, povazujeme ho preto za teleso
v rovine, ktoré sa pohybuje rotatne okolo stdlej osi rotdcie prechddzajicej bodom A,
zrychlene.

Na ¢len 3 p6sobi rovnobeznd rovinnd silova ststava, povazujeme ho preto za teleso
vrovine, ktoré vykondva vSeobecny rovinny pohyb, pricom taZisko sa pohybuje
priamociaro zrychlene a bod B je okamzZitym stredom ot4¢ania.

Na ¢len 4 pdsobi priamkové silova sustava, mézeme ho preto povaZzovat' za hmotny
bod pohybujuci sa priamociaro zrychlene.

2. Dynamické pohybova rovnica (DPR) ststavy

Vetu o zmene velkosti kinetickej energie sistavy mdZeme zapisat’ v podobe

SE -YE =>A, (1)

kde ZEko kineticka energia sustavy na zaciatku Casového intervalu,
ZEk] kineticka energia sustavy na konci ¢asového intervalu,

ZAY. préaca sil posobiacich na ¢leny sustavy v danom ¢asovom intervale.

Kinetickd energia ststavy vo funkcii rychlosti v, ¢lena 4 bude
> E =E +E_+E_+E, .
Ak zohladnime nasledovné kinetické zdvislosti medzi pohybmi jednotlivych ¢lenov
sustavy
v, =2a41,, v, = Vs,

Vy = Vi = W15,

v, =2v,,
Vs =)0,
potom pre ich kinetické energie plati
Ek] =lmlv12=lﬁv12 :> Ek] :2G—lvj’
2 2 g
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1 G
E = (02212, = Ekz :_2‘};’
8
1 2 2 3G 2
E, =—myy +—a&;l,, = E, :Z—3v4,
8
1 1G
E, =—my; =——%v;,
2 2 g

2 2
mrl G, 1l _,
2 g2
Potom kinetickd energia sustavy na zaciatku ¢asového intervalu bude

kde I,=

2

3 E, =~(10G, +7G,).
0 4g

Na konci ¢asového intervalu je rychlost’ v, dvojndsobnd, takze

2

3 E, =106, +7G,).
g

Potom po dosadeni do rovnice (1) dostdvame
D E -DE, =§—f (10G, +7G,).
Prica sil vo funkcii posuvu s, Clena 4
YA=A+A+A+A,.
KedZe sily N,,G, st kolmé na smer pohybu, sily A ,A ,G, posobia v nepohybujicom sa
bode a sila N poOsobi v okamZitom strede otd€ania B, ich price su rovné nule. Potom plati
A=A +A, +A; =-Ts,
A=A, +A +A; =0,
Ay =Ag + Ay =Gysyp

Po zohl'adneni kinematickych zavislosti s, =2s, =2s, a Coulombovho vztahu 7} = /N,

—fN,s, ==fGs,,
A =Gys,,
A, =Gys,.

Potom préca sil bude

ZAv = S4[G2 +G1(1_ 2f)]
Po dosadeni do rovnice (1) dostdvame DPR sustavy

3V4(10G 7G,)=s,[G, + G,(1-2 )]
4 g
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odkial
2
;= 3v;(10G, +7G,) _0.164 m.
48|G, +G,(1-2f)]
Priklad 10.7

Vypocitajte moment M tak, aby sa sistava na obrazku pohybovala rovnomerne. Tiaz

bubna a pasivne odpory zanedbajte.

Dané hodnoty: r =20 cm, #=30", G, =200 N (tiaZ bremena)

Obr. 10.10
(20 Nm)

Priklad 10.8

Mechanizmus pozostdva z dvoch ozubenych kolies s poftami zubov z,z,, bubna
o polomere r, jeho hmotnost’ zanedbajte, bremena o tiaZi G,. Vypocitajte moment M , ak
koeficient Smykového trenia ¢lena 4 je f a bremeno 4 sa pohybuje rovnomerne.

Dané hodnoty: z, =2z, G,=4-10°N,r=10cm, f =0,2

Obr. 10.11

(40 Nm)

Priklad 10.9
Mechanizmus tvoreny bremenom 1 o tiaZi G,, ozubenymi kolesami 2, 3 s poctami
zubov z,, z,, bubnom o polomere r (jeho hmotnost’ zanedbajte) je pohdfiany momentom

M . Vypocitajte velkost” momentu M tak, aby bol pohyb bremena rovnomerny. Pasivne

odpory zanedbajte.
Dané hodnoty: G, = 900N, r=0,2m, z, =2z,
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Obr.10.12
(90 Nm)

Priklad 10.10
Vypocitajte velkost momentu M tak, aby sa bremeno 1 pohybovalo rovnomerne.

Pasivne odpory a hmotnosti kolies 1, 2, 3 zanedbajte.

Dané hodnoty: G, =900 N, R=2r =40 cm

Obr. 10.13
(90 Nm)

Priklad 10.11
Bremend 1, 2 o hmotnostiach m,,m, su spojené lanom, ktoré je vedené cez kladku

o polomere r. Vypocitajte zrychlenia bremien. Hmotnost’ kladky a pasivne odpory pritom

zanedbayjte.

Dané hodnoty: m, =2m,

i i
of] of]
Obr.10.14
(3,27 ms?)
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Priklad 10.12
Bremend m,,m, su lanom spojené cez bubon (jeho hmotnost’ zanedbajte). Pohybuju
sa vplyvom vlastnej tiaze. Vypocitajte zrychlenia bremien, ak koeficient Smykového trenia
v mieste bremena 1 je f,. Ostatné pasivne odpory zanedbayjte.
Dané hodnoty: m, =m, =2kg, f=0,1
©)

o

Obr.10.15

(4,41 ms™?)

10.7 RieSenie uloh dynamiky pomocou vypoétovej techniky

K vytvaraniu pocitacovych modelov sa v sti¢asnosti pristupuje vel'mi ¢asto, hlavne vo
faze ndvrhu a optimalizdcie mechanického zariadenia. PouZzitie vypoctovej techniky je
nevyhnutné najmi v pripade, ked matematicky model mechanickej sdstavy je natolko
komplikovany, Ze jeho rieSenie dostupnymi analytickymi metédami by bolo ¢asovo vel'mi
narocné az nemozné. KedZe problematika pocitacového modelovania mechanickych a
mechatronickych sustav je pomerne rozsiahla, nie je mozné venovat’ jej v tejto publikdcii
ilustrovat’ mozZnosti vyuZitia vypoctovej techniky pri rieSeni dloh dynamiky. Oba priklady
su rieSené pomocou programu MSC Adams/View, ktory umoZiiuje vytvarat modely
mechanickych ststav a simulovat’ ich spravanie v statickej, kinematickej alebo dynamickej
oblasti. Vysledky v podobe ¢asovych zdvislosti kinematickych a silovych veli¢in st 'ahko

a rychlo dostupné.
Priklad 10.12

Na obr. 10.16 je zndzorneny centricky kl'ukovy mechanizmus hnacieho stroja, ktory
transformuje priamociary pohyb piesta na rotaény pohyb kl'ukového hriadel'a. Porovnajte
kinematické charakteristiky (t.j. uhlovu rychlost’, uhlové zrychlenie) ¢lena 2 pre pripad bez

zotrvatnika a pripad so zotrvaénikom tvaru polkruhovej dosky o polomere r.
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Mechanizmus sa uvddza do pohybu impulzom konStantnej sily F pdsobiacej na plochu

piesta po dobu Ar. Pasivne odpory neuvazujte.
Dané hodnoty: m, =25 kg, m;=0 kg, m,=1kg, r,=80 mm, [,=90 mm,
[, =265mm, F =1000N, Ar=0,05s,

1 - ram

2 - kl'ukovy hriadel’ (bez zotrvacnika / so zotrva¢nikom)
3 - ojnica
4 - piest
Obr.10.16
Na obr. 10.17 st zndzornené modely kl'ukového mechanizmu vytvorené v prostredi
programu MSC Adams/View pre oba rieSené pripady. VSetky c¢leny mechanizmu

vykondvaji rovinny pohyb, takZe sdstavu moZeme povazovat za rovinnd a v takom

pripade hribka jednotlivych ¢lenov nemd vplyv na vysledok simulécie.

N h
¥ ¥
- b

Obr.10.17

Kratkodobym pdsobenim sily F' (impulzom sily) sa sustava uvedie do pohybu, ktory
sa v dosledku zanedbania pasivnych odporov bude neustdle opakovat’ (perpetuum mobile),
¢o nam umozni jednoduchS$ie porovnat’ ziskané priebehy uhlovej rychlosti a uhlového
zrychlenia kFukového hriadela s a bez zotrvaénika. Casové zdvislosti tychto kinematickych
veli€in pre obidva pripady boli v procese simulacie ziskane za pomoci virtudlnych meracov

a sd znazornené na obr. 10.18 a 10.19.
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Obr.10.18 Uhlova rychlost’ (vPavo) a uhlové zrychlenie (vpravo) ¢lena 2 bez zotrva¢nika
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Obr.10.19 Uhlova rychlost’ (vl’avo) a uhlové zrychlenie (vpravo) ¢lena 2 so zotrva¢nikom

Z ich porovnania vyplyva, Ze v pripade hriadel’a so zotrva¢nikom je chod hnacieho
stroja ovel’a plynulejsi, nez v pripade hriadel’a bez zotrva¢nika. Tento rozdiel je spdsobeny
zmenou momentu zotrvacnosti ¢lena 2 (t.j. kl'ukového hriadela) k jeho stdlej osi rotacie.

Zotrvacniky su z tohto ddvodu beZnou sicastou napr. spalovacich motorov.

Priklad 10.13

Brzdny mechanizmus zdvihacieho zariadenia s jednym trecim bubnom a dvoma
brzdnymi ¢elust'ami sa aktivuje v okamihu, kedy sd pracovné oticky bubna n,. Urcte Cas
do uplného zastavenia bubna, ak je zndma sila F' akéného €lena vyvoldvajiceho brzdenie
a sucinitel’ Smykového trenia medzi bubnom a ¢el'ust'ami je f .

Dané hodnoty: m, =35kg, m, =75kg, n,=100min"', F=1000N, f£, =055;
S =05
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f m,
l;g mB
400 250 | 300 |150
Obr.10.20

Na obr. 10.21 je zndzorneny pocitacovy model brzdného mechanizmu vytvoreny
v prostredi programu MSC Adams/View na zdklade zadanych tdajov. Hmotnosti ¢lenov
kl'ukového mechanizmu prendSajiceho zataZujicu silu na trecie Celustia si v pomere

k hmotnosti bubna m,; a hmotnosti Celusti m, zanedbateI'né. Bubnu boli udelené

c

zaciato¢né otacky n,. Medzi bubnom a ¢el'ustami bol definovany kontakt s predpisanym

Coulombovym trenim.

Obr.10.21

Pomocou meraca uhlovej rychlosti bola pocas simuldcie zaznamendvand uhlovd
rychlost’ otdcania bubna a z tejto zdvislosti (obr. 10.22) bol odéitany cas od zaciatku

brzdenia do iplnému zastavenia bubna a to 0,57 s.
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Obr.10.22
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11 KMITANIE LINEARNYCH DISKRETNYCH SUSTAV

11.1 VolPné kmitanie linearnej sustavy s 1°volnosti bez timenia
Dynamickd pohybovd rovnica (DPR) pre volné netlmené kmitanie mechanicke;j
sustavy md tvar
mx+kx=0,
kde m je hmotnost objektu (kg),

k  tuhost konstruk¢ného prvku (napr. pruziny) (Nm'1 )
Vseobecné rieSenie DPR hl'addme v tvare
x=Asin(Q 1)+ Bcos(Qt),
kde A, B su integracné konStanty, ktoré uréime pre dané zacCiatocné podmienky. Ak je
x(t=0)= X, a i(t=0)= v, potom rieSenie DPR bude

x= V—Osin(Qot) + x, cos(Q,1),
QO

kde Q, = \/E je vlastnd kruhova frekvencia (rads’l),
m
Q= arctgx”—QO fazovy uhol,
Vo
2z . <
T, =— doba kmitu (peri6da) (s),
QO
fo —% frekvencia (s'l), (Hz).

Vseobecné rieSenie DPR mdzeme hladat’ tiez v tvare, ktory sa v praxi pouziva
najcastejsie, t.J.
x:Csin(Qot+¢),

2
kde C=,[x; + {g‘;—oJ je amplitida vychylky kmitania,

0
[0 zacCiato¢na faza resp. fdzové posunutie kmitavého pohybu na
zaciatku pohybu (=0).
Pre fdzové posunutie ¢ plati vztah

X — L,

gp=
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Parametre C a ¢ si konStanty zdvislé od zadiatoénych podmienok. V pripade, ak
x, =0 a v, =0, voI'né kmitanie nemoZe nastat’.

Ak teleso pri kmitani vykondva rotacny pohyb okolo stilej osi rotdcie, potom DPR

takéhoto pohybu vieme napisat’ v tvare
IO¢ = Z(M, )0 5

kde I, je moment zotrvacnosti telesa k stélej osi rotécie.

11.2 VoI'né kmitanie linearnej sustavy s 1°volnosti s timenim

Dynamickd pohybové rovnica (DPR) pre vol'né tlmené kmitanie mechanickej ststavy
ma tvar

mx+bx+kx=0,
kde m je hmotnost’ bremena,

k  tuhost kons$trukéného prvku (napr. pruZiny) (Nm'1 ) ,
b sucinitel’ linedrneho viskézneho tlmenia (kgs'] )

Vydel'me DPR hmotnostou m

)'c'+£5c+£x20.

m m
Ak oznacime
by, ko
m m

kde & konstanta dtlmu (s),
Q, je vlastnd kruhova frekvencia netlmeného kmitania,
potom DPR vieme zapisat’ v tvare
¥+25+Qlx=0
V pripade, ak je & >Q,, hovorime o nadkritickom tlmeni, pri ktorom nenastane
kmitavy pohyb. Vieobecné rieSenie pre nenulové zadiatoéné podmienky x(r=0)= Xy,

i(t=0)=v, je
o+
x=e* {u sinh(g?) + x, cosh(qt)} ,
q

kde g =438" -Q; .
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Ak je 6 =Q,, hovorime o kritickom tlmeni. V tomto pripade, ma vSeobecné rieSenie
pri nenulovych zadiato&nych podmienkach x(r=0)= Xy i(t=0)= v, tvar
x=e? [xo (1+0d)+ vot]
a konStantu dtlmu nazyvame konstantou kritického tdtlmu J, = Q. Potom pre sucinitel
kritického tlmenia b, plati

b, =20,m =2Q m=2km .

Ak je 6 < Q,, hovorime o podkritickom tlmeni a v§eobecné rieSenie ma tvar

+x,0
x=e™ %sin(gdz) +x, cos(th)} :

d

kde Q,=.Q)-6> je vlastnd kruhové frekvencia tlmenej sdstavy. Periéda tlmene;j

sustavy je v tomto pripade dand vztahom

resp.

o . .
kde b, = o je pomerny utlm.
0

< x(1) 2m, . o
Dalej A=1In =0l resp. A=————== je logaritmicky dekrement.
X +T) -5

p

11.3 Vynutené kmitanie sustavy s 1°volnosti bez timenia
Dynamické pohybova rovnica (DPR) vynuteného kmitania mechanickej sustavy s 1°
volnosti m4 tvar
mx + kx = F, sin(at) ,
kde F, jeamplituda budiacej sily,
@  kruhovi frekvencia budiacej sily.

Vseobecné rieSenie DPR je v tvare

x = Asin(Q,t) + Bcos(Q,t) + Csin(ar),

F
kde C= k—02 je amplitida vyniteného kmitania.
—ma
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Pre nulové za&iatoéné podmienky x(r=0)=0, x(r=0)=0 je rieSenie

x= #[Sin(a)ﬂ - Q—a)osin(QOt) .
11.4 Vynutené kmitanie sustavy s 1°volnosti s timenim

Dynamické pohybova rovnica (DPR) vyniteného kmitania mechanickej ststavy s 1°
volnosti s ttmenim m4 tvar
mx+bx +kx = F,sin(at).
Za predpokladu, Ze 0 < Q, (podkritické timenie), v§eobecné rieSenie bude

x=e* [A sin(Q 1) + Bcos(th)]+ Csin(ax — o),

kde Q,=,Q2-5%.

Vseobecné rieSenie DPR sa dd zapisat’ aj v tvare
X=X +X,,
kde x, je vSeobecné rieSenie prisluSnej homogénnej diferencidlnej rovnice,

x, partikularne rieSenie nehomogénne;j diferencialnej rovnice.

Ak predpokladdme rieSenie x, v tvare

x, = Csin(at — @),

kde C, ¢ su integracné konStanty, ktoré ur¢ime dosadenim partikuldrneho rieSenia do

DPR, potom
c=5 1 .
m Q2 - @) +48° 0’
Ak oznacime 77 = Qﬂ ako naladenie stustavy, potom
0
F,
c=-" ! =C !

kJa-m2+apn® " Ja-n +avin

F . s A 2z . 7 9 ™~ s . 2, .
kde C, = 70 =konst. je vychylka sposobena statickym zat'aZzenim maximalnou budiacou

st
silou Fj .

Clen x, rieSenia diferencidlnej rovnice opisuje vol'né timené kmitanie sustavy, ktoré

s ¢asom asymptoticky zanikd. Ide o prechodovy nestaciondrny ¢len v§eobecného rieSenia.
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Clen x, rieSenia diferencidlnej rovnice (partikuldrne rieSenie) vyjadruje ustdlené
vynutené kmitanie sustavy a je staciondrnym ¢lenom vSeobecného rieSenia.

Po urcitom cCase bude sustava vykondvat’ len ustdlené vynitené kmitanie s amplitidou

C a zaciato¢nou fazou ¢@.

V pripade, ak je naladenie sustavy 7=1, tj. @=£,, nastdva rezonancia a blizke
okolie 77=1 sa nazyva oblastou rezonancie. Maximdlnu amplitidu, ktord mdze vyvolat’
budiaca sila v stave rezonancie pri malom tlmenf sistavy, uréime s dostato¢nou presnost’ou
zo vzt'ahu

FO
Crez = *
bQ,

11.5 Radenie pruzin

Paralelné radenie pruzin

k,
XS
k, g m

2[>—\IW‘—<1 | m K, k,
g, | ]I
m 2

a o SJEE=T

| 1

Obr. 11.1
Pre paralelné radenie pruZin su urcujice:
- rovnako velké deformdcie pruzin,
- nerovnako velké sily v pruzinach,
- vyslednd tuhost’
k=k +k,+.+k,

Sériové radenie pruzin

+X kl
k, k, m
%’_‘/W Vv k,
+yl m
Obr. 11.2
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Pre sériové radenie pruZzin su urcujice:
- nerovnako vel'ké deformdcie pruzin,
- rovnako velké sily v pruzinéch,

- vyslednd tuhost

1 1 1 1
—= ettt —
k kl k2 kn
Pre dve pruziny
_ klkZ
Yokt

11.6 Priklady (Kmitanie sustav s 1° volnosti)

Priklad 11.1

Pruziny o tuhostiach k ,k, st uchytené k tuhym stendm. Medzi pruZinami je

uchytené bremeno o hmotnosti m , ktoré méZme povazovat’ za hmotny bod. Vypocitajte
vlastnd kruhovi frekvenciu, periédu a frekvenciu volného kmitania bremena vo

vertikdlnom smere. Silu tiaZze bremena zanedbayjte.

Dané hodnoty: G =5.10*N, k, =3.10°Ncm', k, =5.10°Ncm'™

1. Uvolnenie

Vychylime bremeno z rovnovédznej polohy jeho posunutim o vychylku y. Za kladné
orientdcie vonkajSich sil pdsobiacich na bremeno povaZzujeme kladnu orientdciu vychylky
+ y. Na bremeno pdsobia namiesto pruzin (vizieb) sily v pruZinidch F,,F,. KedZe sily
tvoria priamkovu silovd sudstavu, to znamend, Ze sa pohybuje hmotny bod, ktory pri

kmitani (vo vertikdlnom smere) vykondva priamociary zrychleny pohyb. Sdstava ma 1°

vol'nosti.

k,
m A
F,
Ty
k,
F,
Obr. 11.3
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2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) ststavy

V smere osi y bude
may = ZE} ’
my =—F, —F,. (1)
Sily v pruZinédch st imerné ich tuhostiam a deformaciam, teda
F=ky, F,=k,y.
Po dosadeni do (1)
my=—(k,—k,)y.

Po tprave

“+h+@

y y=0, ()

m
kde vyslednd tuhost’ je k =k, +k,, z coho vyplyva, Ze ide o paralelné radenie pruZin.

Aby sme vedeli vypocitat’ vlastni kruhovu frekvenciu €, periédu T, frekvenciu f,
vol'ného netimeného kmitania, nepotrebujeme riesit’ diferencidlnu rovnicu.

V rovnici (2), vyraz pri vychylke, t.j. pri y je rovny druhej mocnine vlastnej
kruhovej frekvencie

k, +k,

m

0, =5 _ 15 5 rags,
m

Je potrebné si uvedomit’, Ze pri vycislovani dosadzujeme hodnoty v zdkladnych

jednotkéch, tj. k, =3.10*Nm™, k, =5.10*Nm"".

— 02
_QO,

odkial’ potom dostdvame

) o 2
Nasledne peridda vlastného netlmeného kmitania je T, = Q—ﬂ =0,5015s, ¢o
0

zodpoveda frekvencii f, = TL =1,993 sl= 1,993 Hz.

0

|G
WT 1F2

Obr. 114

180



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Ak by sme uvaZovali aj s vplyvom sily vlastnej tiaze G na Q,,T,, f, (Obr. 11.4),

potom DPR bude

=3 F,
my=—F —F,+G,
odkial’ po dprave dostdvame

y+My+§:0_ 3)
m m

V rovnici (3), je vyraz pri vychylke y rovny druhej mocnine vlastnej kruhovej
frekvencie
k, +k,

2 _
Q) = ,
m

o je to isté ako pri vypocte bez sily G .
Priklad 11.2
Pruziny o tuhostiach k,, k, sui uchytené k tuhym stendm. Medzi pruZinami je

uchytené bremeno o hmotnosti m , ktoré mdézme povazovat’ za hmotny bod. Vypocitajte
vlastni kruhovi frekvenciu, periédu a frekvenciu volného kmitania bremena vo

vertikdlnom smere. Silu tiaze bremena zanedbajte.

Dané hodnoty: G =5.10"N, k, =3.10°Ncm', k, =5.10°Ncm''

k,
k,
m “Fn
ty
Obr. 11.5

1. Uvol'nenie

Vychylime bremeno z rovnoviznej polohy jeho posunutim o vychylku y. Za kladné
orientdcie vonkajSich posobiacich sil na bremeno povazujeme kladnu orientdciu +y. Na
bremeno poOsobi sila F|,, ktora je rovnaka v jednej aj v druhej pruZine. PruZiny su radené

do série. Bremeno sa pri kmitani pohybuje priamociaro zrychlene. Ststava ma 1° vol'nosti.
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2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) ststavy

V smere osi ybude

ma, =3 F, m
k .k
my=—F, =—k, y=—"12—y,
y 12 12y kl+k2y
mj}+—k'k2 y=0,
k, +k,
j5+—klk2 y=0. 2)
(k,+k,)m

Pre vypocet vlastnej kruhovej frekvencie Q,, periddy 7T, frekvencie f, volného
netlmeného kmitania nepotrebujeme riesit’ diferencidlnu rovnicu.
V rovnici (2), vyraz pri vychylke, tj. pri y je rovny druhej mocnine vlastnej

kruhovej frekvencie
QZ — klkZ
O (k+ky)m

Q, = _ KKy 6 06rads™.
(k, +ky)m

Tuhosti  k,, k, dosadzujeme v zdkladnych jednotkdch, t.j. k1=3.104Nm'1,

odkial’ dostavame

k,=5.10*Nm".

. o 2
Nasledne peridda vlastného netlmeného kmitania je 7, = Q—ﬂ =1,0359s, ¢o zodpoveda
0

frekvencii f, = Ti =0,9655"'=0,965Hz.

0

Poznamka k prikladom 11.1a 11.2:

Pri zmene radenia pruzin (konStrukénych prvkov) sa i pri tych istych velkostiach

m, k,, k, vlastnosti mechanickej ststavy z hladiska kmitania vyrazne menia (pozri
vysledky prikladov 11.1 a 11.2).

Priklad 11.3

Napiste dynamickid pohybovi rovnicu (DPR) pre dlohu z prikladu 11.1 s vyuzitim

Lagrangeovej rovnice II. druhu.
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1. Uvolnenie

Pre uvol'nenie pouZijeme obr. 11.4. Ide o ststavu s 1° vol'nosti.

2. Dynamické pohybova rovnica (DPR) ststavy

Lagrangeovu rovnicu II. druhu pre tento typ tlohy méZeme napisat’ v tvare

dOEOE, oE,
dt 9¢ dg Jdgq

kde g je zovSeobecnena suradnica,

=0, ey

g  zovSeobecnend rychlost’,
E, Kkinetickd energia sustavy,
E  potencidlna energia sistavy.
Za zovSeobecnenu suradnicu zvolime vychylenie bremena z jeho rovnovaZnej
polohy, teda g = y . Jej derivovanim dostdvame zovSeobecnent rychlost' t.j. g =y .
Potom Lagrangeova rovnica bude mat’ tvar

doE,_9JE  OE,
dt 9y dy 9y '

Potencidlna energia (v pruZindch) pri ich statickej deformécii y_, a deformécii y od

sil bude
1 » 15 1 » 1
Ep—Ekl(yﬁy) —Eklys,+§kz(ys,+y) —Ekzys,—Gy,

1 1
E, =k1ysty+5k1y2 +k2ys,y+§k2y2 ~Gy.

Ak pre nulové pdsobiace sily plati

oE
{ pj :klyst+k2ysr_G:0’
dy -

potom
E =lk y2+lk y?
R
teda

Eﬂ
a—:k1y+k2y.
y

Kineticka energia pri pohybe bremena je

I .
E, =§my2.
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Dosadenim jej parcidlnych derivacii

oE oE
==0, oy, L,
dy dy dr dy
do rovnice (1) dostavame DPR v tvare
5+ k, +k, y=0
m

Priklad 11.4

Napiste dynamickd pohybovi rovnicu (DPR) pre dlohu z prikladu 11.2 s vyuzitim
Lagrangeovej rovnice II. druhu.
1. Uvolnenie

Pouzijeme obr. 11.5, priom budeme navyse uvazovat’ aj vplyv sily vlastnej tiaze G
bremena.

2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) sustavy

Lagrangeovu rovnicu II. druhu pre tento typ tlohy mdZeme napisat’ v tvare

doE,_dE, 9E, _, 0
dt d¢ dgq Jgq ’

kde ¢  je zovSeobecnend suradnica,

g  zovSeobecnend rychlost,
E, kinetickd energia sustavy,

E  potencidlna energia sustavy.

Za zovSeobecnenu suradnicu zvolime vychylenie bremena z jeho rovnovaZznej

polohy, teda ¢g=y. Derivovanim zovSeobecnenej suradnice ndsledne dostidvame
zovSeobecnent rychlost' t.j. g =y .
Potom Lagrangeova rovnica bude mat’ tvar

dOE, _0E, oE, 0
dt dy dy 9y '

Potencidlna energia (v pruzinédch) pri ich statickej deformdcii y_, a deformécii y od

sil bude

1 1
E, :EkIZ(yst + )’)2 _EkIZySZI -Gy,

1
Ep = k12ysty+§k12y2 -Gy.
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Ak pre nulové pdsobiace sily plati

potom potencidlna energia bude

1
Ep = 5 k12 y 2 .
Kineticka energia pri pohybe bremena je
1 .
Ek = 5 my2 s
Dosadenim parcidlnych derivdcii potencidlnej a kinetickej energie
oE
ayp - klzy >
oE oE oE
£ =my, 4 £ =my, L =0
dy dt dy dy
do rovnice (1) dostaivame DPR v tvare
my—0+k,y=0
k k
y+—2-y=0
k, +k,

Priklad 11.5

Tuhy nosnik, ktorého hmotnost moZno zanedbat’, je uchyteny k rdimu kibom A. Na

nosniku su pripevnené bremend (hmotné body) s hmotnostami m,, m,. Sdstava je k rdmu
uchytend pruZinami k,, k,. Vypocitajte vlastnd kruhovi frekvenciu volného kmitania
nosnika, periédu a frekvenciu.

Dané hodnoty: m, =5kg, m, =2 kg, b=3m, [=1m, k, =40Ncm™’, k, =60 Ncm''

Obr. 11.6
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1. Uvol'nenie

Body m; a my sa spolu snosnikom mdZu pohybovat okolo kibu A rotatne.
Vychylime nosnik z rovnovédznej polohy ouhol ¢. Za kladnu orientdciu momentov
povazujeme kladné pootoCenie + ¢ . Namiesto pruzin (vidzieb) zakreslime sily v pruZinich
F,, F,. Nosnik (spolu s bodmi m,,m,) pri jeho kmitani vykondva rotany zrychleny
pohyb okolo stélej osi roticie predchddzajicej kibom A . Ststava md 1° volnosti.

2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) sustavy
Pre rotacny pohyb okolo osi prechadzajicej bodom A bude DPR
a, =y (M), (1
o, =Fl-F,b.
Ak moment zotrva¢nosti hmotnych bodov m,,m, k osi prechddzajicej bodom A je
1, =ml*>+mb’
a sily v pruzinéch su
F =klo, F,=k,byp,
potom po dosadeni do (1) dostdvame
(m,l* +m,b>)p+ (k,I” +k,b>)p=0.
Po tprave bude mat’ DPR tvar
kil +kb®
ml* +m,b”
Pre urCenie .7, f, nepotrebujeme rieSit diferencidlnu rovnicu. Vyraz pri

vychylke, t.J. pri @je rovny druhej mocnine vlastnej kruhovej frekvencie

» kI +k,b’
Q) =—73 2
m,l” +m,b

odkial’ dostdvame
Q,=50,216rads ™.

Tuhosti pritom dosadzujeme v zdkladnych jednotkich, teda k, =40.10> Nm™,
k,=60.10°Nm™.

) e 2
Nasledne peridda vlastného netlmeného kmitania je 7 =Q—7z =0,125s, ¢o zodpoveda
0

frekvencii f, = Ti =7,99s"=7,99 Hz.

0
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Priklad 11.6
Bremeno o hmotnosti m, ktoré mdzme povazovat' za hmotny bod, je uchytené

pruZinou o tuhosti k, k tuhému nosniku (jeho hmotnost’ zanedbame), ktory je uchyteny
k rdmu pruZinou o tuhosti k, a kibom A. Vypogitajte vlastnd kruhovi frekvenciu (Q,),

periédu (7)) a frekvenciu volného netlmeného kmitania bremena.

Dané hodnoty: m=6kg, [=0,75m, a=0,2m, k, =15 Ncm'l, k, =20 Nem'™!

3

F,
o ol
Obr. 11.7
1. Uvolnenie
Vychylime bremeno m z rovnovaznej polohy jeho posunutim o vychylku y. Tym sa
prostrednictvom deformovanej (prediZenej) pruziny k, nosnik pooto¢i o uhol ¢ okolo kibu
A. Namiesto pruzin (vidzieb) zakreslime sily F, a F,, pricom v pripade sily F,

reSpektujeme zakon akcie a reakcie, pretoZe pruZina k, je vnudtornou védzbou v sustave.

Bremeno ako hmotny bod vykondva pri kmitani priamociary zrychleny pohyb.
Nosnik kond rota¢ny zrychleny pohyb okolo stdlej osi rotdcie prechadzajiicej kibom A.

Vychylky + y,+ @ su zaroven kladnymi orientdciami pre veli¢iny v rovniciach.

Celok tvorf sistavu s dvomi stuptiami vol'nosti.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) ststavy

DPR bremena je
mi=> F, ==F, ==k, (y=19), (1)
DPR nosnika ur¢ime z podmienky

al,=>(M),,
Ak zanedbdme hmotnost’ nosnika, pre jeho moment zotrvacnosti /, plati /, =0 a potom

DPR nosnika bude mat’ tvar
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O=ka’p—k,(y—Ilo)l. (2)
Zo sustavy rovnic (1), (2) vyjadrime

odkial’ po tdprave dostdvame

kde vyraz pri vychylke y je druhd mocnina vlastnej uhlovej frekvencie voI'ného kmitania.

Vlastnd uhlovi frekvenciu bremena m potom vypocitame zo vztahu

2
Q= | ka4 069rads™,
mikla +k,l ,

Nasledne peridda netlmeného kmitania je T 2522_7[:1’5 s, ¢o zodpoveda vlastnej
0

frekvencii f, = Ti =0,647s"'=0,647 Hz.

0

Priklad 11.7
Zalomena péka, ktorej hmotnost moéZeme zanedbat’, je kibom B spojend s bremenom
o hmotnosti m, ktoré je uhytené k rdmu pruZinou o tuhosti k,. Pdka je k rdmu uchytend
pruzinou o tuhosti k, a kibom A. Vypocitajte vlastni kruhovi frekvenciu vol'ného
kmitania pédky, jej periddu a frekvenciu.
Dané hodnoty: m=2kg, a=1m, b=0,5m, k, =20Ncm™', k, =40 Ncm”
k,

AM— E
a
B AL v )
m
K,
F
DA
F,
Obr. 11.8
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1. Uvol'nenie

Vychylime pdku z rovnovaznej polohy jej pootocenim o uhol ¢ . Bremeno spojené s
pakou kibom B sa posunie o vychylku y (tak, ako aj koniec pdky v mieste B ). Namiesto
pruzin zakreslime sily F,, F,. Medzi pdkou a bremenom uvaZujeme silu F', pricom
reSpektujeme zdkon akcie a reakcie. Kladné znamienka +y, +¢ povazujeme za kladné

orientacie vonkajsich sil v rovniciach.

2. Dynamické pohybové rovnice (DPR) stistavy
DPR bremena je
my=—F —-F=-kbop-F, (1)

DPR pédky ur¢ime z podmienky

al, =3 (M),
Ak zanedbame hmotnost’ paky, pre jej moment zotrvacnosti /, plati
1,=0,
a potom DPR péaky bude mat’ tvar
0=—k,a’p+Fb. 2)

Ak oznaCime y=b@ => y=b¢, potom po dosadeni do rovnice (2), zo sustavy
rovnic (1), (2) vieme vyjadrit DPR kmitania paky

2
mbp+k b+ 2

¢=0,

odkial’ po dprave dostdvame

kb +kya’

o 9=0.

P+
Vyraz pri vychylke, t.j. pri ¢ je druhd mocnina vlastnej kruhovej frekvencie vol'ného
kmitania paky

2 2
0, =B RAT g4 86 rads™,

mb*

Nasledne periéda vlastného netlmeného kmitania je 7 =?2—7[:O,0662 s, ¢o
0

zodpoveda frekvencii f, = Ti =15,098 s‘1=15,098Hz.

0
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Tuhosti pruzin k,, k, dosadzujeme v zdkladnych jednotkdch, t.j. k, = 20.10°Nm',
k, =40.10*°Nm™.
Priklad 11.8

Tuhy nosnik o hmotnosti m je otoCne uloZeny vkibe A. K rdmu je uchyteny

pruzinami o tuhostiach k;, k,, k;. Vypocitajte vlastni kruhovi frekvenciu, periddu
a frekvenciu vol'ného kmitania nosnika.

Dané hodnoty: m=50kg, [ =2m, k, =30Nem™', k, =40 Ncm™', k, =35Ncm'™

k, k,
mi:
|
k, | [
..... A
%’

Obr. 11.9

1. Uvol'nenie
Nosnik vychylime z rovnovéznej polohy jeho pootoenim o uhol ¢ okolo kibu A.
Namiesto pruzin zakreslime sily v nich F,, F,. PruZiny k, a k, st radené do série.

Nosnik pri kmitani koné zrychleny rotaény pohyb okolo stdlej osi rotacie prechadzajiice;j
kibom A.
2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) nosnika

o, => (M), (1)

@, :_k3lz¢_klzlz¢’
kde
2
k, = kk, I, = ml _
k, +k, 3
Po dosadeni do (1) dostivame DPR v tvare
.. 3k, +k
(0+ ( 12 3)(0:
m

0. (2)

V rovnici (2) je vyraz pri vychylke ¢ rovny druhej mocnine vlastnej kruhovej

frekvencie vol'ného kmitania nosnika, teda
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0, =2 %2 *K) _17 6877 rads ™.
m

. o 2
Nasledne peridda vlastného netlmeného kmitania je 7, :Q—” =0,355s, ¢o zodpoveda
0

frekvencii f, = Ti =2,855"=2,85Hz.

0

V pripade, ak by bolo ulohou zostavit DPR nosnika pri jeho kmitani vyuZitim
Lagrangeovej rovnice II. druhu bez vplyvu sil tiaZze casti nosnika (vodorovnej
a vertikdlnej), potom by Lagrangeova rovnica II. druhu pre tento typ tlohy mala tvar

dOE OE, oE,
dt ¢ dgq Jgq

kde g  je zovSeobecnena suradnica,

=0, 3)

q  zovSeobecnend rychlost’,
E, Kkinetickd energia,
E  potencidlna energia.
Za zovseobecnenu stradnicu zvolime uhol pootoCenia nosnika, teda g = ¢. Potom
zovSeobecnend rychlost’ bude ¢ = ¢@.

Kinetickd energia pri rotacnom pohybe nosnika bude

1,0
E, =—"4—,
2
kde
mi? 5 .o
I, = 3 w =@,
potom
ml*
E = 2
6
Potencidlna energia je sustredend v deformovanych pruZinach, teda
1 2 1 2 1 2 1 2
Ep = 5k12 (Sgi0+ S(pl,Z) _EkIZSsr,l,Z + Eks (S5 + Sq:,z) - 5k3ss1,3 )
kik, . . , ‘o . "
kde k, =——— je vysledna tuhost’ do série zoradenych pruZin,
k, +k,
Sa12 statickd deformécia pruzin &, k,,
Sg3 statickd deformécia pruziny k,,
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Sp12 deformadcia pruzin k,,k, po vychyleni nosnika z rovnovaznej polohy,
Sp3 deformécia pruziny k, po vychyleni nosnika z rovnovaznej polohy.
KedZe s,,=1¢p a s,,=Il¢ potom potencidlna energia bude

1 1
Ep = klzssr,l,zl¢+5k12 (l(”)z + kzssz,zl¢+§k3 (l¢)2 .

Pre zaciatocné podmienky t.j. pri rovnovdhe odpovedajuicej statickym deformdaciam

[aEpj o
W), .,

oE 5 R
. =k, Syl Tkl @+ ks, I +kI"p=0,
9=0

pruZin musi platit’

potom

kedze ¢ =0

ks ol +kss,s1=0.

st,3

Nésledne pre potencidlnu energiu sistavy dostdvame vztah

1 S P
Ep_§k12(¢l) +2k%(¢l) .

Po dosadeni parcidlnych derivécii potencidlnej a kinetickej energie

8(; =k, ’p+k,l’p,
9E, _, aEk:m12¢ dOE, _ml®
do 99 377 dtagp 37

do rovnice (3) dostdvame DPR nosnika pri jeho kmitani (rotaénom)

ml ..
?(04- (kI +kD)p=0,

otk o

O+
Priklad 11.9

Tuhy nosnik o hmotnosti m je otoéne ulozeny v kibe A a uchyteny k rdmu pruZinami

o tuhostiach k,,k,,k,,k,. Vypocitajte vlastnd kruhovu frekvenciu, periédu a frekvenciu
jeho vol'ného kmitania.

Dané hodnoty: m=20kg, a=Im [=2m, k =50Ncm”, k,=40Ncm”,
k, =35Nem™, k, =60Ncm™
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k,
k,
T k,
e —— T ——— p—
L4
k,
I a_ | [
Obr. 11.10

1. Uvol'nenie

Vychylime nosnik z rovnovéznej polohy jeho pooto&enim okolo kibu A o uhol ¢.
Namiesto pruzin zakreslime sily F;, F, a F, priCom pruziny k,, k, su radené do série.
Za kladnu orientdciu momentov v rovnici povazujeme kladnu orientdciu pooto€enia + ¢@.
Nosnik pri kmitani vykondva zrychleny rota¢ny pohyb okolo stdlej osi roticie
prechadzajicej kibom A .
2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) nosnika

a, = M),, (1)
@, =—ka’p—k,a’p—kl’g,

kik,

kde k= .
ky+k,

Pomocou Steinerovej vety ur¢ime moment zotrvacnosti nosnika k osi prechadzajice;j

bodom A
l—a ?
IA:IT+m( 2 j 5

2 _ 2
IA:m(a+l) +m(l aj.

12

Po dosadeni a tprave dostivame DPR v tvare

a’(k, +k2)+7k3k4 1*

o+ 134(p=0
A
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Vyraz pri vychylke ¢ sa rovnd druhej mocnine vlastnej kruhovej frekvencie volného

kmitania nosnika, teda

ke k
a’(k, +ky)+——4 }‘C I?
+
Q, = 34 =2986rads .

m (a+1)’ N2
4[ 3 +(l a)}

. o 2
Nasledne peridda vlastného netlmeného kmitania je 7 :Q—” =0,21s, ¢o zodpoveda
0

frekvencii f, = TL =4,76s" =4,76 Hz.

0

Priklad 11.10
Vypocitajte vlastni kruhovu frekvenciu kmitavého pohybu tuhého homogénneho

kotuc¢a o hmotnosti m, ktory je ulozeny v loZisku B a uchyteny k rdmu pruZinami

o tuhostiach k, .k, .

Dané hodnoty: m=10kg, k, =300Nm™, k, =200 Nm''

Obr. 11.11

1. Uvol'nenie
Vychylime kotd¢ zrovnovaZznej polohy jeho pooto¢enim ouhol ¢ okolo osi
prechadzajucej loziskom B. Namiesto pruzin zakreslime sily v nich Fj, F,. Za kladnu

orienticiu momentov v rovnici povazujeme kladné znamienko uhla pootocenia ¢.

Kotu¢ pri kmitani vykondva rotacny zrychleny pohyb okolo stdlej osi rotacie
prechddzajicej bodom B .

2. Dynamick4 pohybova rovnica (DPR)
ay=3 M)y, (D

@ly ==Fr—Fr=-kr'o—k,r’e,
kde F, =kre, F,=k,rg.
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Moment zotrvacnosti tenkého homogénneho kotica k osi, ktord prechddza jeho

taziskom a je kolmd na rovinu kotica, vypocitame zo vztahu

2

Po dosadeni do DPR a tprave dostdvame
.2

¢O+—(k, +k,)p=0.
m

Vyraz pri vychylke ¢ je druhou mocninou vlastnej kruhovej frekvencie vol'ného

Q, = ,/z(k1 +k,) =10rads™.
m

. o 2
Nasledne peridda vlastného netlmeného kmitania je 7, :Q—ﬂ =0,628s, ¢o zodpoveda
0

kmitania kotica, teda

frekvencii f, =—=1,59s"'=1,59Hz.

1
TO
Priklad 11.11

Napiste dynamickd pohybovi rovnicu (DPR) pre tlohu z prikladu 11.10 s vyuZitim

Lagrangeovej rovnice II. druhu.

Pre tuto dlohu ma Lagrangeova rovnica II. druhu tvar

dOE, 0, oE,
dt 9¢ dg Jdq

kde g je zovSeobecnena suradnica,

=0, ey

q  zovSeobecnend rychlost,
E, Kkinetickd energia,

E_  potencidlna energia.

Za zovSeobecnenu suradnicu zvolime pootocenie kotica o uhol ¢, teda g=¢.

Potom zovSeobecnend rychlost’ bude ¢ = ¢.

Kineticka energia kotica pri jeho rotaénom pohybe bude
_ 1,0 _mr? l(pz

2 2 27
Pre potencidlnu energiu v pruZinich k,, k, bude platit’

E,
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1 1 1 1
E, = Ek1 (sﬂl +5, )? —Eklsftl +§kz(sst2 +5,, )? —5k2sft2 ,
kde s, je statickd deformdcia pruZiny,
s, =S, =r¢ sudeformdcie pruZin pri pootoceni o uhol ¢,
potom
7"2¢2
E, = rgo(klsstl +k2s5t2)+ 5 (k, +k,).

Pre zaCiatocné podmienky t.j. pri rovnovdhe odpovedajucej statickym deformdciam

(BEPJ o
W),

r(klsm + kzsst2 )+ 7’2(/)(161 +k,)=0,

pruzin musi platit’

potom

kedZe ¢ =0
rk;s, +kys, )=0.

Niésledne pre potencidlnu energiu sdstavy dostdvame vztah

rZ 2
E, = ;p(k1+k2).

Po dosadeni parcidlnych derivécii potencidlnej a kinetickej energie

E,
2 =Pk, +k,),
dQ

8Ek:O aEk:mr2¢ iaﬂ:mrz(}i‘
do 93¢ 2 7 dtdg 2

do rovnice (1) dostavame DPR kotica v tvare

. 2
O+—(k,+k,)p=0,
m

¢o odpoveda rieSeniu z predchadzajiceho prikladu.
Priklad 11.12
Tuhy nosnik o hmotnosti m je uloZeny oto¢ne v kibe A a uchyteny pruZinou

o tuhosti k£ a tlmicom s koeficientom visk6zneho odporu b. Vypocitajte vlastni kruhovu

frekvenciu, periédu a frekvenciu timeného kmitania nosnika.

Dané hodnoty: m=30kg, [ =2m, k=100 Nem™, =100 kg.s'
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Obr. 11.12

1. Uvol'nenie
Vychylime nosnik z rovnovéznej polohy jeho pooto&enim okolo kibu A o uhol ¢.
Namiesto pruziny a tlmiCa zakreslime silu v pruzine F, asilu v tlmi¢i F,. Za kladnu

orientdciu momentov v rovnici povazujeme kladné znamienko vychylky ¢.

Nosnik pri kmitani vykondva rotacny zrychleny pohyb okolo stdlej osi rotécie
prechddzajucej bodom A.
2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) nosnika
a,=> (M),, (D
@, =—Fl-F,l,
kde F, =klp, F, =blg.

Pomocou Steinerovej vety uréime moment zotrvacnosti nosnika k osi prechadzajice;j

bodom A

2 2 2 2
IA:IT+mZ:ml +ml :ml

12 4 3
Po dosadeni do rovnice (1) dostavame DPR nosnika

ml?

3 P+blp+kl*p=0,

ktort upravime do tvaru
. 3b . 3k
P+—0+—p=0,
m m
kde vyraz pri prvej derivacii vychylky ¢ je dvojndsobok konStanty ttlmu

26 = 3b . odkial &=5s".

m

Vyraz pri vychylke ¢ je druhou mocninou vlastnej kruhovej frekvencie netlmeného

kmitania nosnika
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Q= 3K odkial Q, = ,/% =31,62rads™.
m

m

PretoZe v tomto pripade je Q, > J, ide o pripad podkritického tlmenia.

Vlastni kruhovid frekvenciu tlmeného kmitania nosnika potom vypocitame podla

vztahu
Q, =,/Q2 -6 =31,22rads™,
Nasledne peridda tlmeného kmitania je 7 =2—7[ =0,201s, Comu zodpoveda

d

frekvencia timeného kmitania f, = Ti =496 s'1:4,96HZ.
d

Priklad 11.13

Tuhy nosnik ohmotnosti m je uloZeny otocne vkibe A. Pomocou pruZin

o tuhostiach k,,k,,k;,k, a tlmi¢a s koeficientom viskézneho odporu b je uchyteny

k tuhym stendm. Vypocitajte vlastnd kruhovu frekvenciu, periddu a frekvenciu tlmeného

kmitania nosnika.
Dané hodnoty: m=60kg, a=3m, [=2m, k =60 Ncm‘l, k, =30 Ncm'l,

k, =20Ncm™, k, =25Nem™, b =250kgs™

Obr. 11.13

1. Uvol'nenie
Vychylime nosnik z rovnovaZznej polohy jeho pooto¢enim okolo kibu A ouhol ¢.
Namiesto pruzin zakreslime sily F;,F, a F, namiesto tlmica silu F,. PruZiny k,, k, su

radené do série. Nosnik pri kmitani vykondva rota¢ny zrychleny pohyb okolo stédlej osi

rotacie prechddzajicej bodom A.
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2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) nosnika

o, =Y (M), (1)
g, =-Fa-Fa-Fl-F]l,
kde F,=kyap, F,=k,ap, F=k,lo, F =blg.

Moment zotrvacénosti nosnika k osi prechddzajicej bodom A uré¢ime pomocou

_ 2 2 _ 2
IA:IT+m(a2lj _m(a+l) +m(a lj.

Steinerovej vety

12 2

Po dosadeni do rovnice (1) dostavame DPR nosnika v tvare

=0.

. bl*  kaltkalt+k,l’
P+——p+ @
IA IA

Vyraz pri prvej derivacii vychylky ¢ je dvojnasobok konstanty dtlmu ¢ , teda

bl? o -1
20 = I—, odkiall' 6=3,571s".
A

Vyraz pri vychylke ¢ je druhd mocnina vlastnej kruhovej frekvencie netlmeného

kmitania nosnika, teda

k. k
k.a® +k,a* +k,1* az(k3+k4)+ ad
3 4 12

Q> . odkial Q= R g 6irads’.
I, I,

Pretoze Q, > J, ide o pripad podkritického tlmenia.

Vlastni kruhovui frekvenciu tlmeného kmitania nosnika potom vypocitame podla

vztahu

Q, =/Q% -6 =18,266rads ™.

Nasledne peridda tlmeného kmitania je 7, =£22—7[ =0,3439 s, ¢o zodpoveda frekvencii

d

fd = L = 2,907571 =2,907 Hz.

d

Priklad 11.14

Na pruznom nosniku, ktorého hmotnost’ nebudeme uvazovat, je uloZeny rotacny stroj

o hmotnosti m. Vo vzdialenosti r od osi stroja sa nachddza nevyvazok m,. Staticky
priehyb nosnika od tiaZe stroja je J,,. Urcte, pri akych otdckach ddjde k rezonanénému

javu.
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Dané hodnoty: m=60kg, m, =0,lkg, r=0,2m, 6, =5mm

Obr. 11.14

1. Uvol'nenie
Pri rotdcii stroja na jeho nevyvazok posobi odstrediva sila F,. Sustava pri kmitani
vykondva priamociary zrychleny pohyb, pricom nosnik sa sprava ako pruzina.
2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) sustavy
ma, = F,, (1)
my =—F, — F, sin@p =—ky — F, sin(a@t),

pretoZe odstredivd sila je F, =ma, =m,r@*, potom DPR bude

.k .
4y =—"1r@ sin(ex) . )

m m
Podmienkou, aby nastala rezonancia je, aby sa budiaca frekvencia (@) a vlastnd

frekvencia ststavy (€,) rovnali, teda @ = Q,.

Vyraz pri vychylke y v rovnici (2) je druhd mocnina vlastnej uhlovej frekvencie

k k g
Q = _—= —_ = —_—,
° \/; VG ¢ Vo,

sustavy, takze plati

kde E =0,.
k
Budiacu kruhové frekvencia od roticie stroja vypocitame zo vztahu
m
w=—.
30
Ak w=Q,, potom
P _ £ odkial n, =20 |8
30 ) z\d,

st

kde n, su otacky stroja, pri ktorych nastane rezonancia.
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V tabulke 10.1 st uvedené hodnoty rezonan¢nych oticok pre rdzne hodnoty

statického priehybu nosnika o, .

Tabul’ka 10.1

o, [mm] n, [min']
5 422,98
945,8
0,5 1337,58

Z tabulky 10.1 vyplyva, Ze ¢im je nosnik tuh$i (menSia deformdcia), rezonancné
otdcky sa posuvaju vyssie.
Priklad 11.15

Rota¢ny motor o hmotnosti m je uloZzeny na zdkladovej doske, ktorej fyzikdlne
vlastnosti su popisané tuhostou k a koeficientom viskézneho odporu b . Nevyvazok na

rotujucej Casti motora je m, na polomere 7, od osi rotacie. Pohyb motora je mozny len vo
zvislom smere. Vypocitajte amplitidu jeho kmitania.

Dané hodnoty: m =50 kg, m, =0,1 kg, r,=0,2 m, n=1200 min", k =5.10* Nm™,
b=50kgs™

Obr. 11.15

1. Uvolnenie

Pri otd¢ani motora na jeho nevyvazok pOsobi odstredivd sila F,. Namiesto zdkladu
zakreslime silu F, charakterizujicu jeho pruzné vlastnosti a silu F, charakterizujicu jeho
tlmiace vlastnosti.

Motor pri kmitani vykondva priamociary zrychleny pohyb v smere osi y .

2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR)
ma, = ZFiy , (D

my =—F, — F, + F, sin(at),
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kde F, =ky, F,=by, F,=ma, =mnra’.
Potom DPR bude

54250 KoM o sinar), )
m m m

Vyraz pri prvej derivécii vychylky y v rovnici (2) je dvojndsobok konStanty utlmu,

teda

25:3, odkial 8=0,5s".

m

Vyraz pri vychylke y vrovnici (2) je druhd mocnina vlastnej uhlovej frekvencie
netlmeného kmitania, teda

Q; K odkiar Q, =\/Z =31,622rads ™.
m

m

RieSenie diferencidlnej rovnice (2) predpokladajme v tvare

y=ytYy,,
kde 1y, je vSeobecné rieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice, Co fyzikdlne
predstavuje vlastné kmitanie, ktoré sa ¢asom (vel'mi rychlo) utlmi. Potom y=y,, o je
partikularne rieSenie diferencidlnej rovnice.
Partikularne rieSenie diferencidlnej rovnice predpokladajme v tvare
v, = ssin(ar — @),

potom

y, = sacos(awt — @),
¥, = 5@’ sin(@x — @) .
Po dosadeni do rovnice (2) a tprave bude amplitida kmitania

F, mna’

S = =
Jk—ma?) +b*@?  J(k-ma? )’ +b* @’

b

odkial’ po dosadeni za @ = 26_?)1 dostdvame s =4,27.10" m.

Priklad 11.16

Bremeno o hmotnosti m sa pohybuje po zvinenej ceste. Periéda zvlnenia je [, vyska

h . Vypocitajte rychlost’ v, , pri ktorej vznikne rezonancia.

Dané hodnoty: m=1100kg, /=0,3m, h=2cm, k =50.10*Nm"'
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Obr. 11.16

1. Uvolnenie
Bremeno vychylime posunutim o vychylku y a pruZinu nahradime silou F.

Bremeno pri kmitani vykondva priamociary zrychleny pohyb. Vplyvom nerovnosti
podkladu dochéddza ku kinematickému budeniu.

2. Dynamicka pohybova rovnica (DPR)
ma, = ZFU , (1)
my =—F =—k(y—y;),

kde 1y, =hsing=hsin(ax) = hsin[z?ﬂz) = hsin[sz’j ,

r=L.
1%

Po dosadeni do DPR dostavame
.k kh . (2%\/ j
y+—y=—sin| —1 |.
m m l

Vyraz pri vychylke y je druhd mocnina vlastnej kruhovej frekvencie volného
kmitania, teda

93:5, odkial Q= Ly

m m

Rezonancia nastane, ak sa bude budiaca frekvencia rovnat’ vlastnej frekvencii. Teda

Zm,_\/z
[ m’

odkial’ rychlost’, pri ktorej nastane rezonancia bude

ak w=Q,, potom

v,=i K 1017.10" ms™.
2r \m
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Priklad 11.17

Tuhy nosnik o hmotnosti m, je otoCne uloZeny vkibe A. Pritom BC, ktorého
hmotnost’ zanedbdme, je spojeny s homogénnym kotic¢om o hmotnosti m,. Ten je pritom
DE spojeny s bremenom o hmotnosti m,. Vypocitajte kruhovu frekvenciu, amplitidu a
periédu malych volnych kmitov bremena 1. Urcte, ako sa s ¢asom meni vychylka y(z).

Dané hodnoty: m, = 1kg, m, =2kg, m, =3kg, k =30Ncm', za&iatoéné podmienky:

Yoy =0,4cm, y,, =7 cm.s’

C
h -
A ez i%[—g ipia _
Gt =,

Obr. 11.17

1. Uvolnenie

Vychylime bremeno 1 zrovnovdZznej polohy (t.j. po statickej deformdcii pruZiny)

jeho posunutim o vychylku y. Kotd¢ 2 sa pootoci okolo loZiska H a nosnik 3 okolo kibu
A. Namiesto pruziny zakreslime silu v nej F. Sily tiazi G,, G,, G, pOsobia v taZiskdch
¢lenov 1, 2, 3. Pri kmitani bremeno 1 vykondva priamociary zrychleny pohyb, koti¢ 2
rotacny zrychleny pohyb okolo stilej osi roticie prechddzajicej bodom H a nosnik 3
rotacny zrychleny pohyb okolo stdlej osi rotdcie prechddzajicej bodom A. Sustava md 1
stupeil vol'nosti.
2. Dynamickd pohybova rovnica sustavy

DPR napiSeme s vyuzitim Lagrangeovej rovnice II. druhu, ktord m4 pre tento typ

dloh tvar

dOE,OE, oE,
dt 9¢ dg Jdq

kde g je zovSeobecnend suradnica,

=0, )

q  zovseobecnend rychlost’,
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E, kineticka energia,

E, potencidlna energia.

Za zovSeobecnenu suradnicu zvolime posunutie bremena 1, teda g = y,. Derivovanim
zovSeobecnenej stiradnice ndsledne dostdvame zovSeobecnent rychlost t.j. g =y, .

Potom rovnica (1) bude

d 0E, OJE, OE,
—= + (2)
dr a)’1 a)’1 a)’1

Kinetickd energia sustavy vo funkcii rychlosti y, ¢lena 1 je vyjadrend sictom

E, =Y E,=E, +E,_+E,_, 3)
kde kineticka energia jednotlivych ¢lenov
E — n/llvl2
ky 2 4
E — 120)22
ky ,
E — IAa)32
ks 2 ’
Po dosadeni za
m,r.
="
y
nw=wr, == 0, :?l’
[ = m,l*
A 3 ’
) v }
VpEW =Y =V == = @, =2 :%
dostavame
E ml y12
ky 2 ’
1 )
E, :Zmz)ﬁz )
1 .
E, :gm3y12-

Po dosadeni do rovnice (3) a dprave bude kinetickd energia stistavy

. m m m
E, :yf(j+72+?3}
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Potencidlna energia sdstavy je dand si¢tom

EP = ZEPi = EP] +EP2 +EP3 +EPk ’
kde potencidlna energia jednotlivych ¢lenov
E o -Gy,
E, =0,

p

EP3 :G'ih :G3%, pretOie h:ﬂ

a potencidlna energia v pruZine k

2

1 1
E =—k(s,+s ) ——ks’, 4
Pr 2 ( st Y ) 2 st ( )
kde s, je statickd deformécia pruziny,

s, deformdcia pruZiny po vychyleni z rovnovaznej polohy.

Ak y, =l@, potom

K —élw—é
Vi 5 Syl

Po dosadeni do (4) bude potencidlna energia v pruzine k

3 1
El’k :gksszyl +%k)’1 .

Celkova potencidlna energia sustavy je

G 3 1
Ep =-G,y, +73yl +gkssty] +%kyl2

Ak je sustava v rovnovahe, potom plati

n=0

teda
kedZze y, =0
Nasledne pre potencidlnu energiu sistavy dostdvame vztah

L. >
E,= 50 kyy -
Ak vykondme prislus$né derivécie,
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OE, _2-1[ﬁ+ﬂ+ﬂ],

y, 2 4 6

iaﬂ:zy(ﬁ+&+&j

dr 9y, 2 4 6)
OE, _ oE, =iky
dy,  dy, 25"

potom po dosadeni do rovnice (2) dostdvame

ma m, m 1
2l L+ —2+—2 |y, +—ky, =0,
[2 4 6jy' 25"

odkial’ po dprave bude DPR sustavy

k
»=0.

j}l - m m m
500+ 42
2 4 6
V rovnici (5) je vyraz pri vychylke y, rovny druhej mocnina vlastnej kruhovej

&)

frekvencie, teda
k =6,32rads™.

k . odkial Q=
ﬁ+&+& 50 ﬂ+&+&
2 4 6 2 4 6

Q=
50(

. o V4 .
Potom periéda vlastného kmitania je T :Q_:9’99 s, ¢o zodpoveda frekvencii
0

fy= Ti =1,0065 s'=1,0065Hz.

0
DPR bremena 1 je teda
$i +Qqy, =0. (6)
Ak ju chceme rieSit’, potom charakteristickd rovnica je
A +Q; =0, odkial 4 ,=%Q,.

RieSenie diferencidlnej rovnice predpokladame v tvare
v, =C, cos(Q,t)+ C, sin(Qt),

konstanty C,,C, ur¢ime zo zaciato¢nych podmienok, ak # =0, potom

(7

Yi=Yor>
(8

Y1=5’01~
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Z (7) = yOl = Cl s

z (8) = yOl = Q()Cz ) Odkial’ C2 = & ,
'Q'o

potom

Y, = yg, €08(Q1) + 20 sin(Q, 1) ,
QO
7.10
=0,4.107 cos(6,321) +
. 0320+~ %

2

sin(6,32¢),

¢o je rovnica pohybu bremena 1.
Amplitidu kmitania bremena 1 uréime z predpokladu, Ze rieSenie diferencidlnej
rovnice je v tvare
v, =s,siIn(Qt+@,),
v, =5,Q,cos(Qt+@,).

Pre zaciato¢né podmienky v Case ¢ =0, plati:

Yi=Yor» ©)
Yi = Yor- (10)
Z9) = Yor = 5,802, 0+¢,) =5, sing, /( )2,
z(10) = %:SaCOS(Oﬁ‘Q)O):Sa cos @, /( )2,

0

potom ak spocitame I'avé a pravé strany, bude

odkial’ amplitida

-2
s, = |2 +[§j =1,1768.10m.
0

Zaciatoénu fazu kmitania uré¢ime z
Yor =8,51MQ,,
y()l
——=5,C08¢,,
0

odkial’ po predeleni prvej rovnice druhou dostdvame

Yoo _SSNB - RoVu_g3614
Yor 5, COSQ, Yoi

¢omu odpovedd pribliZzne uhol ¢, =19°52".
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Potom amplitida vychylky v ¢ase ¢ =0 bude
Vo1 =8, sin(Qt+¢,) =0,4cm.

Priklad 11.18

Malé kmity mechanickej sustavy okolo rovnovaznej polohy su opisané diferencidlnou
rovnicou j+(47)’y=0. Vase t=0 je y,=0,02cm, y,= 2ms™. Uréte amplitidu
kmitania.

(0,16 m)
Priklad 11.19

Tuhy nosnik o hmotnosti m je uloZeny oto¢ne v kibe A a uchyteny pruZinou

o tuhosti k. Vypocitajte vlastni kruhovi frekvenciu jeho vol'ného kmitania.

Dané hodnoty: m=3kg, k =400 Nm".

b2 =
ﬂ .............

12 N 12

Obr. 11.18
(10 rads™)

Priklad 11.20
Tuhd tvorcovd homogénna doska ohmotnosti m je uloZend ototne v kibe B
auchytend pruZinami srovnakymi tuhostami k. Urcte vlastnd kruhovid frekvenciu

vol'ného kmitania dosky.

Dané hodnoty: m=10kg, k =10°Nm™.

Obr. 11.19

(2,76 Hz)
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Priklad 11.21

Vypocitajte periédu volného kmitania sustavy, ktorej kmitanie okolo rovnovaznej

polohy je opisané diferencidlnou rovnicou 56X +825x =0.

(1,64s)
Priklad 11.22

Tuhy homogénny koti¢ o hmotnosti m je uloZeny otocne vkibe A a uchyteny

pruzinami o tuhostiach k,,k, . Ur¢te vlastnd uhlovu frekvenciu vol'ného kmitania kotuca.

Dané hodnoty: m=2kg, k, =900Nm™', k, =700Nm™".

Obr. 11.20

(40 rads‘])

11.7 Priklady rieSenia kmitania sustav s 1°volnosti v Matlabe
Priklad 11.23

Bremeno o hmotnosti m je uchytené k tuhej stene pomocou pruZiny tuhosti k.

Zistite, ako sa meni vlastnd frekvencia kmitania bremena pri zmene:
a) jeho hmotnosti m ,
b) tuhosti pruziny k,
ak zacCiatocné podmienky zostdvaji nezmenené. Pasivne odpory zanedbajte.
Dané hodnoty: x(0)=0,004 m, v(0)=0 ms™!
a) m=(0,5; 1; 2)kg, k=100 Nm
b) m=0,5kg, k =(100; 200; 500) Nm'
k

+X

F

<
<

Obr. 11.21
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1. Uvol'nenie. Analyza ulohy

Vychylime bremeno z rovnovaZznej polohy jeho posunutim o zac¢iato¢nu vychylku x,.
Bremeno, ktoré modzeme povazovat za hmotny bod, zacne ndasledne volne kmitat
s frekvenciou odpovedajicou vlastnej frekvencii sustavy f,. Na bremeno bude pritom
posobit’ sila F pruziny k, ktorej velkost’ je umerna vychylke x(z), Cize plati F =kx.

Ststava md 1° volnosti pohybu.

2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) stistavy je dand vztahom

mi+kx=0,
odkial’ po tdprave dostdvame
¥+Qox=0,

kde Q= \/E je vlastnd kruhova frekvencia.
m

Ak predpokladdme rieSenie DPR v tvare
x(t) = Csin(Q 1 + @),
potom amplitida vychylky kmitania je

a fazové posunutie kmitavého pohybu na zaciatku pohybu (=0)

x,Q
p=arctg—>—2>,
Vo

Vlastni frekvenciu kmitania vypo&itame zo vztahu f, =—2%

RieSenie prikladu v Matlabe:

a) posudenie zmeny vlastnej frekvencie kmitania stistavy pri zmene hmotnosti bremena

clc % vymaze obsah okna "Command Window"
clear all % vymaze z pamate vsetky premenne
close all % zatvori vsetky otvorene okna

% fyzicke parametre sustavy

k = 100; % tuhost pruziny [N/m]

m= [0.51 2] ; % hmotnost objektu [kg]

for i=1:1:3

OMEGAQ = sqrt(k/m(i));
T 2*pi/OMEGAQ;
£f0 = 1/T;

o\

vlastna kruhova frekvencia [rad/s]
perioda - doba kmitu [s]
vlastna frekvencia [Hz]

o\

o\
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o\

zaciatocne podmienky v case t=0

x0 = 0.004; % zaciatocna vychylka x(0) [m]
v0 = 0; % zaciatocna rychlost v(0) [m/s]

o\

hranice casoveho intervalu riesenia

t0 = 0; % zaciatocny cas [s]

tl = 10; % konecny cas [s]

dt = 0.001; % inkrement casu (casovy prirastok)

t = tO0:dt:tl; % vektor hodnot casoveho intervalu

% vypocet casovej odozvy sustavy x(t)

C = sqgrt(x0"2 + (vO/OMEGAQ)"2); % amplituda vychylky [m]
fi = atan(x0*OMEGAO/vO0) ; % fazove posunutie [rad]
X = C*sin (OMEGAO*t+fi); % vychylka kmitania x(t) [m]

o

% vykreslenie casovej odozvy x(t)
subplot (3,1,1)

plot (t, x)
title(['K = 100 N/m; m = ', num2str(m(i)), ' kg'l);
legend(['f = ',num2str (£0), 'Hz'])

xlabel ('Cas [s]'")
ylabel ('Vychylka x(t) [m]"'")
axis ([0 10 -0.005 0.0051)

end

«10° K'=100 N/m; m = 0.5 kg
5 I I I | I I I 1

Vychylka x(t) [m]
o
~<-.l
< |
<
1

-5 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 .5 6 7 8 9 10
Cas [s]
— x10° K'=100 N/m; m =1 kg
E
i
©
=
>
<
(8]
>
>
Cas [s]
— x10° K'=100 N/m;m =2 kg
E
g
©
x
>
Ny
(8]
>N
>

Cas [s]

Obr. 11.22 Casové odozvy volného netlmeného kmitania sistavy pri zmene hmotnosti bremena
(Vlastnd frekvencia kmitania siistavy sa s narastajiicou hmotnostou bremena zniZuje.)

b) posudenie zmeny vlastnej frekvencie kmitania sdstavy pri zmene tuhosti pruZiny

o\

clc
clear all
close all

vymaze obsah okna "Command Window"
vymaze z pamate vsetky premenne
zatvori vsetky otvorene okna

o°

o\
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% fyzicke parametre sustavy

k = [100 200 5007; % tuhost pruziny [N/m]
m= 0.5 ; % hmotnost objektu [kg]
for i=1:1:3

o\

OMEGAQ = sqrt(k(i)/m);
T = 2*pi/OMEGAOQ;
f0 = 1/T;

vlastna kruhova frekvencia [rad/s]
perioda - doba kmitu [s]
vlastna frekvencia [Hz]

o\

o\

o\

zaciatocne podmienky v case t=0

x0 = 0.004; % zaciatocna vychylka x(0) [m]
v0 = 0; % zaciatocna rychlost v(0) [m/s]

o°

hranice casoveho intervalu riesenia

t0 = 05 % zaclatocny cas [s]

tl = 10; % konecny cas [s]

dt = 0.001; % inkrement casu (casovy prirastok)

t = t0:dt:tl; % vektor hodnot casoveho intervalu

% vypocet casovej odozvy sustavy x(t)

C = sqrt(x0"2 + (vO/OMEGAQ)"2); % amplituda vychylky [m]
fi = atan(x0*OMEGAO/vO0) % fazove posunutie [rad]
X = C*sin (OMEGAO*t+fi); % vychylka kmitania x(t) [m]

o

% vykreslenie casovej odozvy x(t)
subplot (3,1,1)

plot (t, x)

title(['K = ',num2str(k(i)),'; m = 0.5 ']);
legend(['f = ',num2str (£0), 'Hz'])
xlabel('Cas')

ylabel ('Vychylka x(t)")
axis ([0 10 -0.005 0.0051)

end
. -3 K'=100 N/m;m = 0.5 kg
édsxw
g
: '
=
>
<
[$]
2.
5
Cas [s]
— x10° K'=200 N/m;m =0.5kg
és T T T T T T T T
= f=3.1831Hz
x
>
<
~O
;_5 1 1 | 1 1 1 1 I 1
0 1 2 3 4 .5 6 7 8 9 10
Cas [s]
— x10° K'=500 N/m; m = 0.5 kg
és T T T T T T T T
= —f=5.0329Hz
x
>
<
~O
;_5 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 .5 6 7 8 10
Cas [s]

Obr. 11.23 Casové odozvy volného netlmeného kmitania sistavy pri zmene tuhosti pruziny

(Vlastnd frekvencia kmitania siistavy sa s narastajiicou tuhostou pruZiny zvysuje.)
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Priklad 11.24
Bremeno o hmotnosti m je uchytené k tuhej stene pomocou pruzin k,, k,, k; a k,.

Pre dané zaciatocné podmienky urcte ¢asovi odozvu sustavy v podobe vychylky, rychlosti
a zrychlenia kmitania bremena. Sudstava mdze vykondvat len posuvny pohyb vo

vodorovnom smere.
Dané hodnoty: m=2kg, k, =150Nm”, k,=220Nm’, &, =300Nm”,

k, =100Nm™, x(0)=0,02m, v(0)=0,35ms"

Obr. 11.24

1. Uvolnenie. Analyza dlohy
Vychylime bremeno z rovnovaZznej polohy jeho posunutim o zac¢iato¢nu vychylku x,,
pricom mu udelime zaciatocnu rychlost’ v,. Bremeno, ktoré mdZeme povazovat za

hmotny bod, za¢ne ndsledne vol'ne kmitat’ s frekvenciou odpovedajicou vlastnej frekvencii
stistavy f,. Na bremeno budi pritom pdsobit’ sily v pruzindch k,, k,, k; a k,. Sistava ma

1° vol'nosti pohybu.

2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) stistavy je dand vztahom
mx+k,x=0,

kde k, je vysledna tuhost sustavy, ktort ur¢ime z podmienky rovnovihy

ZE}(:O: -F-F,-F,=0,
k .k
—kx—k,x——*-x=0,
k,+k,
odkial’ po tdprave dostdvame
k, =k +k,+ kky .
ky+k,
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Po dosadeni a uprave dostivame DPR sustavy v tvare

¥+Qox=0,
lk, . ) . .
kde Q,=.— je vlastnd kruhova frekvencia.
m

Dynamickd pohybova rovnica je vlastne homogénna diferencidlna rovnica 2. radu.
Na jej rieSenie v Matlabe modZeme pouzit' funkciu ode45, ktord pri vypocte vyuZiva
itera¢ni metédu Runge-Kutta. RieSenim rovnice ziskavame Casovi zdvislost’ vychylky
x(t) arychlosti v(¢) kmitania bremena.
Pre potreby rieSenia tlohy v Matlabe upravime DPR do tvaru
¥=-Qlx.

RieSenie prikladu v Matlabe:

o

clc
clear all
close all

vymaze obsah okna "Command Window"
vymaze z pamate vsetky premenne
zatvori vsetky otvorene okna

o\

o\

o

% fyzicke parametre sustavy

k1l = 150; % tuhost pruziny k1 [N/m]
k2 = 220; % tuhost pruziny k2 [N/m]
k3 = 300; % tuhost pruziny k1 [N/m]
k4 = 100; % tuhost pruziny k1l [N/m]
m =2 ; % hmotnost objektu [kgl

kv = k3*k4/(k3+k4d) + k1l + k2;
OMEGAQO = sqgrt (kv/m);

o\

vysledna tuhost pruzin
vlastna kruhova frekvencia [rad/s]

o\

T = 2*pi/OMEGAO; % perioda - doba kmitu [s]
fo = 1/T; % vlastna frekvencia [Hz]
% zacliatocne podmienky v case t=0

x0 = 0.02; % zacilatocna vychylka x(0) [m]

v0 = 0.35; % zacilatocna rychlost v(0) [m/s]

% hranice casoveho intervalu riesenia

t0 = 0; % zaciatocny cas [s]
tl = 10; % konecny cas [s]

o

% dynamicka pohybova rovnica
DPR = @(t,X) [X(2); -OMEGAO"2*X(1)1;

% riesenie dynamickej pohybovej rovnice (diferencialnej rovnice)
[

t,X] = ode45(DPR, [tO tl], [x0 vO0]);
% riesenie X (1) = x(t) - vychylka
% riesenie X(2) = v(t) - rychlost

% vypocet zrychlenia a(t)
a = -OMEGAO"2*X(:,1);
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% vykreslenie casovej odozvy x(t), v(t), al(t)

figure

subplot (3,1,1)

plot(t, X(:,1), 'color', 'green')

title ('CASOVA ODOZVA SUSTAVY S 1° VOLNOSTI BEZ TLMENIA');
legend(['f = ',num2str (£0), 'Hz'])

xlabel ('Cas [s]')

ylabel ('Vychylka x(t) [m]'")

text (0, x0, ['" \leftarrow x(0)=',num2str(x0)], 'FontSize', 8)

subplot (3,1,2)

plot(t, X(:,2), 'color', 'red'")

legend(['f = ',num2str (£0), 'Hz'])

xlabel ('Cas [s]')

ylabel ('Rychlost v(t) [m/s]"')

text (0, v0, [' \leftarrow v (0)=',num2str(v0)], 'FontSize', 8)

subplot (3,1, 3)

plot(t, a, 'color', 'blue')

legend(['f = ',num2str (£0), 'Hz'])

xlabel ('Cas [s]'")

ylabel ('Zrychlenie a(t) [m/s2]")

text (0, a(l), [" \leftarrow a(0)=',num2str(a(l))], 'FontSize',6 8)

CASOVA ODOZVA SUSTAVY S 1°VOLNOSTI BEZ TLMENIA

0.04
0.02

-0.02
-0.04
0

vychylka x(t) [m]
o

-
N
©w
N
o
o
~
o]
©
=

Cas [s]
05 T T T I

Rychlost v(t) [m/s]
=)
()] o

o
-
()
(&)
N
o
o
~
(o]
©
b=

Cas [s]

—f=2.374Hz

10 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cas [s]

Zrychlenie a(t) [m/s2]
T

=

T

&
—
|
—

Obr. 11.25 Vychylka, rychlost’ a zrychlenie kmitania bremena
Priklad 11.25

Bremeno o hmotnosti m je uchytené k tuhej stene pomocou pruziny k a tlmica b .
Pre tri rozne hodnoty stcinitel’a viskézneho odporu urcte Casové odozvy kmitania bremena

a na zdklade hodnoty pomerného utlmu b, posudte timiace vlastnosti sustavy. Pasivne

odpory zanedbajte.

216



TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
Strojnicka fakulta

Dané hodnoty: m=10kg, k=160 Nm'l, b =(20; 80; 240) kgs"l, x(0)=0,05m,

v(0)=0ms™
Kk m_
I
3 Vv !
3| b ""}"“
—0 Y
+X
e
Obr. 11.26

1. Uvolnenie. Analyza ulohy

Vychylime bremeno z rovnovaZznej polohy jeho posunutim o zaciato¢nu vychylku x,.
Bremeno, ktoré modZeme povazovat za hmotny bod, zacne ndsledne volne kmitat
s frekvenciou f,, pricom vplyvom ucinku tlmiacej sily dojde k postupnému zmenSovaniu
amplitid vychyliek.
2. Dynamickd pohybova rovnica (DPR) stistavy je dand vztahom

mi+bx+kx=0,

ktory mdZeme upravit’ do tvaru

jc'+2é‘5c+§2(2)x=0,

" , 2b . . . . s . o
kde konS$tanta dtlmu 6 =— a vlastnd kruhov4 frekvencia vol'ného netlmeného kmitania
m

[k . . . o . N .
Q, =,/— . Pre vlastnu kruhovu frekvenciu voI'ného tlmeného kmitania plati
m

Q, =Q2-5".
d

Potom frekvenciu kmitania tlmenej sistavy vypocitame zo vztahu f, = Ey=
V4

Pomerny ttlm je dany vzt'ahom

Na zédklade hodnoty pomerného dtlmu rozliSujeme nasledovné pripady tlmenia v sistave

b , > 1 — nadkritické tlmenie,
bp =1 — kritické tlmenie,
b, <1 — podkritické timenie.
Pre potreby rieSenia ilohy v Matlabe upravime DPR do tvaru
¥=-25%-Qx.
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Riesenie prikladu v Matlabe:

clc % vymaze obsah okna "Command Window"
clear all % vymaze z pamate vsetky premenne

close all % zatvori vsetky otvorene okna

% fyzicke parametre sustavy

k = 160; % tuhost pruziny [N/m]
b = [20 80 2407; % sucinitel viskoz. odporu [kg/s]
m = 10 ; % hmotnost objektu [kgl

for i=1:1:3
% vlastna kruh. frekvencia netlmenej sustavy [rad/s]
OMEGAO = sqgrt (k/m);
% konstanta utlmu /2 [1/s]
DELTA = b(i)/(2*m);
% kruh. frekvencia tlmenej sustavy [rad/s]
OMEGAd = sqgrt (abs (OMEGA0"2-DELTA"2)) ;

bp (i) = DELTA/OMEGAOQ; % pomerny utlm

Td = 2*pi/OMEGAd; % perioda - doba kmitu [s]

fd = 1/Td; % frekvencia kmitania [Hz]

% zaciatocne podmienky v case t=0

x0 = 0.05; % zaciatocna vychylka x(0) [m]
v0 = 0; % zacilatocna rychlost v(0) [m/s]

% hranice casoveho intervalu riesenia

t0 = 05 % zaciatocny cas [s]
tl = 8; % konecny cas [s]

Q

% dynamicka pohybova rovnica

DPR = @(t,X) [X(2); —-2*DELTA*X(2)-OMEGAQ0"2*X(1)];

% riesenie dynamickej pohybovej rovnice (diferencialnej rovnice)
[

t,X] = oded5(DPR, [tO tl1l], [x0 vO0]);
% riesenie X (1) = x(t) - vychylka
% riesenie X(2) = v(t) - rychlost

o

vypocet zrychlenia a(t)

a = —-2*DELTA*X(:,2)-OMEGAO"2*X(:,1);

% zapis vysledkov pre b = 20 do matice odozval
if (i==1) odozval = [t X(:,1) X(:,2) al; end

% zapis vysledkov pre b = 80 do matice odozva2
if (i==2) odozva2 = [t X(:,1) X(:,2) al; end

% zapis vysledkov pre b = 240 do matice odozva3
if (i==3) odozva3 = [t X(:,1) X(:,2) al; end

end

[

% vykreslenie casovej odozvy x(t), v(t), al(t)

figure

hold on

title (['CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY (fd = ', num2str (fd), 'Hz)']l);
plot (odozval(:,1), odozval(:,2), '—-o', 'color', 'green', 'MarkerSize',64)
plot (odozva2(:,1), odozva2(:,2), '-x', 'color', 'green', 'MarkerSize',5)
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plot (odozva3(:,1), odozva3(:,2), '-', 'color', 'green')
legend(['b = ', num2str (b (l)) ''bp = ',num2str(bp(l))1],
['b = '",num2str (b(2)), ' bp = '",num2str (bp(2 ))],...
['b = ', num2str (b(3)), ' bp = '",num2str(bp(3))1]1)
xlabel ('Cas [s]'")
ylabel ('Vychylka x(t) [m]")
figure
hold on
title (['CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY (fd = ', num2str (fd), 'Hz)'l);
plot (odozval(:,1), odozval(:,3), '-o', 'color', 'red', 'MarkerSize',64)
plot (odozva2(:,1), odozva2(:,3), '-x', 'color', 'red', 'MarkerSize',5)
plot (odozva3(:,1), odozva3(:,3), '-', 'color', 'red')
legend(['b = ', num2str (b(1l )) ''bp = ',num2str(bp(l))],
['b = '",num2str (b(2)), ' bp = '",num2str (bp(2 ))],
['b = ", num2str (b(3)), ' bp = '",num2str(bp(3))1)
xlabel('Cas [s]'")
ylabel ('Rychlost v(t) [m/s]"'")
figure
hold on
title(['CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY (fd = ', num2str (fd), 'Hz)'l);
plot (odozval(:,1), odozval(:,4), '-o', 'color', 'blue', 'MarkerSize',64)
plot (odozva2(:,1), odozva2(:,4), '-x', 'color', 'blue', 'MarkerSize',5)
plot (odozva3(:,1), odozva3(:,4), '-', 'color', 'blue')
legend(['b = ', num2str (b (1 )) ''bp = ', num2str (bp (1l ))],...
['b = ", num2str (b(2)), ' bp = ',num2str(bp(2))1, ...
['b = ', num2str (b(3)), ' bp = '",num2str (bp(3 ))])
xlabel ('Cas [s]'")
ylabel ('Zrychlenie a(t) [m/s2]"'")
CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY (fd = 1.8006Hz)
0.08 b-20 bp=025
b=80 bp=1
0.04- b=240bp =3
0.03F
£ 0.02f
<
S 0.01F
B
s L
0.01}
-0.02
0.035 i 2 3 4 5 6 7 8

Cas [s]

Obr. 11.27 Casova odozva vychylky kmitania bremena pri roéznych hodnotéich sidinitela

viskézneho odporu
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CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY (fd = 1.8006Hz)
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Obr. 11.28 Casova odozva rychlosti kmitania bremena pri roznych hodnotach sicinitel’a
visk6zneho odporu

CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY (fd = 1.8006Hz)
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0.8 1 1 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Cas [s]
Obr. 11.29 Casova odozva zrychlenia kmitania bremena pri réznych hodnotich sidinitePa
visk6zneho odporu

V pripade, ked je stéinitel' viskézneho odporu b =20kgs™”, je hodnota pomerného
Gtlmu b, = 0,25, z ¢oho vyplyva, Ze timenie v sdstave je podkritické a bremeno vykonéva
kmitavy pohyb. V pripade, ked je suéinitel’ viskézneho odporu b=80kgs’, je hodnota
pomerného utlmu b, =1, z oho vyplyva, Ze tlmenie v sistave je kritické a bremeno

vykondva hrani¢ny aperiodicky pohyb. V pripade, ked’ je sucinitel’ viskézneho odporu
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_ 1. p p _ o , . . .
b=240kgs", je hodnota pomerné¢ho utlmu b, =3, z ¢oho vyplyva, Ze tlmenie v sistave

je nadkritické, ¢o znamen4, Ze kmitavy pohyb nenastdva.
Priklad 11.26

Homogénny kotu¢ polomeru r a hmotnosti m je uloZeny v loZisku A. K tuhej stene
je prichyteny pruzinou k atlmiCom b . Uréte casovd odozvu vychylky, rychlosti

a zrychlenia kmitania kotica, ak nan pdsobi
a) konStantnd budiaca sila F, = F,, =konst.,
b) harmonicka sila F, s konStantou amplitidou F, a frekvenciou f; .
Dané hodnoty: m=20kg, r=05m, k=500 Nm'l, b=30 kgs"l, F, =10N,

f, =5Hz, ¢(0) =0rad, ¢(0)=0rads"

Obr. 11.30

1. Uvolnenie. Analyza tlohy

a) Ak bude na koti¢ v stave pokoja pOsobit’ konstantnd budiaca sila, kotd¢ zacne
vykondvat’ tlmeny kmitavy pohyb s vlastnou frekvenciou f, okolo polohy, na ktorej sa
vplyvom pritomnosti tlmenia v ststave ustali.

b) V pripade harmonickej budiacej sily s konStantnou amplitidou, bude kotuc
vykondvat’ kmitavy pohyb, pre ktory je charakteristicky zaciato¢ny prechodovy stav, pocas
ktorého dochddza k postupnému zdniku vol'ného tlmeného kmitania; a nasledny ustdleny
stav, poCas ktorého koti¢ vynitene kmitd s konStantnou amplitidou a frekvenciou

odpovedajucou frekvencii budiace;j sily.

2. Dynamicku pohybovi rovnica (DPR) kotti¢a odvodime z podmienky
IAa = Z (Mz )A H

I, o=-Fr—-Fyr+Fyr,
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kde F, jesilav tlmici,
F, silav pruZine,
I, moment zotrvacnosti kotuca k osi prechadzajucej bodom A, ktory uréime zo

2
mr

vztahu [, =

Po dosadeni dostavame

2
mr-— ..

5 P=—br’op—kr’p+F,r,

odkial dpravou ziskavame DPR kotica v tvare
. 2b . 2k 2F,
P+—o+t—o@= s
m mr

kde budiaca sila F, bude
a) Fy =F,,

b) F, = F,sin(27- f,1).
Pre potreby rieSenia ulohy v Matlabe upravime DPR do tvaru

= —25¢—Q§¢+2£,
mr

y . b . . ) - ) L
kde konS$tanta dtlmu 6 =— a vlastni kruhov4 frekvencia volného netlmeného kmitania
m

RieSenie prikladu v Matlabe:

a) budenie kotica konstantnou budiacou silou

o\

clc
clear all
close all

vymaze obsah okna "Command Window"
vymaze z pamate vsetky premenne
zatvroi vsetky otvorene okna

o\

o\

% fyzicke parametre sustavy

k = 500; % tuhost pruziny k [N/m]

b = 30; % sucinitel wviskoz. odporu [kg/s]

m = 20; % hmotnost kotuca [kgl

r = 0.5; % polomer kotuca [m]

FO = 10; % amplituda budiacej sily [N]

OMEGAO = sqgrt(2*k/m); % vlastna kruhova frekvencia [rad/s]
DELTA = b/m; % konstanta utlmu [1/s]
OMEGAd = sqgrt (abs (OMEGAO"2-DELTA"2)) ;

o

vl. kruh. frekvencia tlmenej sustavy [rad/s]
pomerny utlm

perioda - doba kmitu [s]
frekvencia kmitania [Hz]

bp = DELTA/OMEGAO;
Td = 2*pi/OMEGAd;
fd = 1/71d;

o oo

o\
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[

% zaciatocne podmienky v case t=0
£fi0 = 0; % zaciatocne vychylenie fi(0) [rad]

% hranice casoveho intervalu riesenia

t0 = 0; % zaciatocny cas [s]
tl = 6; % konecny cas [s]

% dynamicka pohybova rovnica

DPR = Q(t,FI) [FI(2); -2*DELTA*FI(2)-OMEGAO"2*FI(1)+2*F0/ (m*r)];
% riesenie dynamickej pohybovej rovnice (diferencialnej rovnice)
[

t,FI] = oded45(DPR, [tO t1]1, [£i0 01);
% riesenie FI(1l) = ¢o(t) - uhl. pootocenie
% riesenie FI(2) = w(t) - uhl. rychlost

[

% vypocet uhl. zrychlenia o(t) z DPR
alfa = -2*DELTA*FI(:,2)-OMEGAO"2*FI(:,1)+2*Fb/ (m*r);

% vykreslenie casovej odozvy o(t), o(t), o(t)
figure

subplot (3,1,1)

plot(t, FI(:,1), 'color', 'green')

title (['CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY PRI BUDENI KONSTANTNOU SILOU (fd =
', num2str (fd), 'Hz)']);

xlabel ('Cas [s]'")

ylabel ('Uhlova vychylka fi(t) [rad]')

subplot (3,1,2)

plot(t, FI(:,2), 'color', 'red'")

xlabel('Cas [s]'")

ylabel ('Uhlova rychlost omega(t) [rad/s]')
subplot (3,1, 3)

plot(t, alfa, 'color', 'blue')

xlabel('Cas [s]'")

ylabel ('Uhlové zrychlenie alfa(t) [rad/s2]"')

CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY PRI BUDENi KONSTANTNOU SILOU (fd = 1.0998Hz)
0.08 T T T T T

0.06 B
0.04
0.02 B

Uhl. vychylka [rad]

Cas [s]

Uhl. rychlost [rad/s]
=) o o
N oo v
<§:>
1

Cas [s]

R ] ] ] ] ]
: 3
Cas [s]

Uhl. zrychlenie [rad/s2]

Obr. 11.31 Casové odozvy kmitania kotic¢a pri budeni konstantnou silou
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b) budenie kotti¢a harmonickou budiacou silou s konStantnou amplitidou

o\

clc
clear all
close all

vymaze obsah okna "Command Window"
vymaze z pamate vsetky premenne
zatvroi vsetky otvorene okna

o°

o

% fyzicke parametre sustavy
k = 500; % tuhost pruziny k [N/m]
b = 30; % sucinitel viskoz. odporu [kg/s]
m = 20; % hmotnost kotuca [kgl
r = 0.5; % polomer kotuca [m]
FO = 10; % amplituda budiacej sily [N]
fb = 5; % frekvencia budiacej sily [Hz]
OMEGAO = sqgrt(2*k/m); % vlastna kruhova frekvencia [rad/s]
DELTA = b/m; % konstanta utlmu [1/s]
OMEGAd = sqgrt (abs (OMEGAO"2-DELTA"2)) ;
% vl. kruh. frekvencia tlmenej sustavy [rad/s]
bp = DELTA/OMEGAOQ; % pomerny utlm
Td = 2*pi/OMEGAd; % perioda - doba kmitu [s]
fd = 1/7T4d; % frekvencia kmitania [Hz]

% zacliatocne podmienky v case t=0
fi0 = 0; % zaclatocne vychylenie fi(0) [rad]

% hranice casoveho intervalu riesenia

t0 = 0; % pociatocny cas [s]
tl = 10; % konecny cas [s]

Q

% dynamicka pohybova rovnica
DPR = @(t,FI) [FI(2); —-2*DELTA*FI(2)-OMEGAO"2*FI(1l)+...
2*F0*sin(2*pi*fb*t)/ (m*r)];

% riesenie dynamickej pohybovej rovnice (diferencialnej rovnice)
[

t,FI] = ode45(DPR, [tO t1]1, [£i0 01);
% riesenie FI(1l) = ¢o(t) - uhl. pootocenie
% riesenie FI(2) = w(t) - uhl. rychlost

o

% vypocet uhl. zrychlenia o(t) z DPR

alfa = -2*DELTA*FI(:,2)-OMEGAO"2*FI(:,1)+2*F0*sin(2*pi*fb*t)/ (m*r);

% vykreslenie casovej odozvy o(t), o(t), o(t)

figure

subplot (3,1,1)

plot(t, FI(:,1), 'color', 'green')

title(['éASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY PRI BUDENI HARMONICKOU SILOU (fd =
', num2str (fd), 'Hz)']);

xlabel ('Cas [s]'")

ylabel ('Uhl. vychylka [rad]')

subplot (3,1,2)

plot(t, FI(:,2), 'color', 'red'")
xlabel ('Cas [s]")

ylabel ('Uhl. rychlost [rad/s]'")

subplot (3,1, 3)
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plot(t, alfa, 'color', 'blue')
xlabel('Cas [s]'")
ylabel ('Uhl. zrychlenie [rad/s2]"'")

CASOVA ODOZVA TLMENEJ SUSTAVY PRI BUDENIi HARMONICKOU SILOU (fd = 1.0998Hz)
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o
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Obr. 11.32 Casové odozvy kmitania koti&a pri budeni harmonickou silou

Priklad 11.27

Zalomeny nosnik hmotnosti m je oto¢ne uloZeny v kibe A, pricom naii pdsobi

harmonicka budiaca sila F, s konStantou amplitidou F a frekvenciou f,, ktord je rovna
vlastnej frekvencii vol'ného netlmeného kmitania nosnika, teda f, = f,. K tuhej stene je

nosnik prichyteny pruzinou k a tlmiCom b . Urcte, ako sa zmeni Casova odozva vychylky,
rychlosti a zrychlenia kmitania nosnika, ak v ur¢itom okamihu sustava strati svoje tlmiace

vlastnosti.
Dané hodnoty: m=10kg, [=0,6m, k=500Nm’, b=(10; O)kgs', F,=5N,

f, =1y, @(0)=0rad, ¢(0)= Orads™

Obr. 11.33
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1. Uvol'nenie. Analyza ulohy

V pripade budenia ststavy harmonickou silou, ktorej frekvencia je rovna vlastnej
frekvencii vol'ného netlmeného kmitania, nastdva stav rezonancie, pri ktorom dosahuji

vychylky kmitania medzné hodnoty.

2. Dynamicku pohybovi rovnicu (DPR) nosnika odvodime z podmienky
IAa = Z (Mz )A ’

1,p=—-Fl-F,l+F,l,

kde F, jesilav tlmici,
F, silav pruZine,

I, moment zotrvacnosti nosnika k osi prechddzajicej bodom A, ktory ur¢ime zo

ml*

vztahu I, =

Po dosadeni dostavame

2
’”31 $=—bl>p—kI>p+F,l,

odkial’ dpravou ziskavame DPR nosnika v tvare
3b . 3k 3F,

P+—@+—@= ,
m m ml

kde budiaca sila
F, = F,sin(27- f,1).

Vlastnt frekvenciu f,; volného netlmeného kmitania nosnika vypocitame zo vzt'ahu

Q
fo=2o 2 L PR o400my,
2 2 \'m
Pre potreby rieSenia tlohy v Matlabe upravime DPR do tvaru

3F, sin(27 - f,1)

¢ =-200—-Q 0+ .
ml
kde kon$tanta utlmu o0 = 23—b a vlastna kruhovi frekvencia vol'ného netlmeného kmitania
m
=%
m
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Riesenie prikladu v Matlabe:

clc
clear all
close all

o\

vymaze obsah okna "Command Window"
vymaze z pamate vsetky premenne
zatvroi vsetky otvorene okna

o°

o

% fyzicke parametre sustavy

k = 500; % tuhost pruziny k [N/m]

b = [10 0]; % sucinitel wviskoz. odporu [kg/s]

m = 10; % hmotnost nosnika [kgl

1 = 0.6; % dlzka ramena nosnika [m]

FO = 5; % amplituda budiacej sily [N]

fb = 1.9492; % frekvencia budenia fb = f0 [Hz]

for i=1:1:2
OMEGAQO = sqgrt(3*k/m); % vlastna kruhova frekvencia [rad/s]
DELTA = 3*b(i)/(2*m); % konstanta utlmu /2 [1/s]

end

[

OMEGAd = sqgrt (abs (OMEGAO"2-DELTA"2)) ;
% vl. kruh. frekvencia tlmenej sustavy [rad/s]

bp(i) = DELTA/OMEGAO; % pomerny utlm
Td = 2*pi/OMEGAd; % perioda - doba kmitu [s]
fd = 1/Td; % vl. frekvencia kmitania tlmenej sustavy [Hz]

f0 = OMEGAO/ (2*pi);

o\

vl. frekvencia kmitania netlmenej sustavy [Hz]

[

% zaciatocne podmienky v case t=0
£fi0 = 0; % zaciatocne vychylenie £fi(0) [rad]

% hranice casoveho intervalu riesenia

t0 = 05 % zaciatocny cas [s]
tl = 5; % konecny cas [s]

% dynamicka pohybova rovnica
DPR Q(t,FI) [FI(2); —-2*DELTA*FI(2)-OMEGAO"2*FI(1l)+...
3*Fb*sin (2*pi*fb*t)/(m*1)1];

% riesenie dynamickej pohybovej rovnice (diferencialnej rovnice)
[t,FI] = oded45(DPR, [tO t1], [£1i0 01);
% riesenie FI(1l) = ¢o(t) - uhl. pootocenie
% riesenie FI(2) = w(t) - uhl. rychlost
% vypocet uhl. zrychlenia o(t) z DPR
alfa = -2*DELTA*FI(:,2)-OMEGAO"2*FI(:,1)+3*Fb*sin(2*pi*fb*t)/(m*1);
% zapis vysledkov pre b=10 do matice odozval
if (i==1) odozval = [t FI(:,1) FI(:,2) alfal; end
% zapis vysledkov pre b=0 do matice odozva2
if (i==2) odozva2 [t FI(:,1) FI(:,2) alfal; end

> vykreslenie casovej odozvy o¢(t), w(t), o(t)

figure
hold on
title (['CASOVA ODOZVA SUSTAVY PRI BUDENI VLASTNOU FREKVENCIOU ', ...
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num2str (£0), ' Hz']l);
plot (odozval(:,1), odozval(:,2), '-', 'color', 'green')
plot (odozva2(:,1), odozva2(:,2), ':', 'color', 'green')
legend(['bp = '",num2str(bp(l))], ['bp = ',num2str (bp(2))])
[s

xlabel ('Cas 1)
ylabel ('Uhl. vychylka fi(t) [rad]')

figure
hold on
title(['éASOVA ODOZVA SUSTAVY PRI BUDENI VLASTNOU FREKVENCIOU Y,
num2str (£0), ' Hz']l);
plot (odozval(:,1), odozval(:,3), '-', 'color', 'red'")
plot (odozva2(:,1), odozva2(:,3), ':', 'color', 'red')
legend (['bp = ,numZStr(bp(l))] ['bp = '",num2str(bp(2))])
[s

xlabel ('Cas I
ylabel ('Uhl. rychlost omega(t) [rad/s]'")

figure
hold on
title (['CASOVA ODOZVA SUSTAVY PRI BUDENI VLASTNOU FREKVENCIOU ', ...
num2str (£0), " Hz']);
plot (odozval(:,1), odozval(:,4), '-', 'color', 'blue')
plot (odozva2(:,1), odozva2(., ), ':', 'color', 'blue')
legend (['bp = ,numZStr(bp(l))] ['bp = ', num2str (bp(2))])
[s

xlabel ('Cas 1)
ylabel ('Uhl. zrychlenie alfa(t) [rad/s2]')

CASOVA ODOZVA SUSTAVY PRI BUDENI VLASTNOU FREKVENCIOU1.9492 Hz
0.5

bp = 0.12247
0.4} bp =0

0.3F

0.1F

UhL. vychylka fi(t) [rad]
o

05 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45

Cas [s]
Obr. 11.34 Casova odozva vychylky kmitania nosnika pri budeni vlastnou frekvenciou
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CASOVA ODOZVA SUSTAVY PRI BUDENI VLASTNOU FREKVENCIOU1.9492 Hz
6 s
——bp = 0.12247
....... bp =0
4k
2k

Uhl. rychlost omegal(t) [rad/s]

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0.5 1 1.5 2 .25 3 3.5 4 45 5
Cas [s]

Obr. 11.35 Casova odozva rychlosti kmitania nosnika pri budeni vlastnou frekvenciou

CASOVA ODOZVA SUSTAVY PRI BUDENI VLASTNOU FREKVENCIOU1.9492 Hz

—bp =0.12247

60

40f

Uhl. zrychlenie alfa(t) [rad/s2]

-80 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ) ]
0.5 1 1.5 2 .25 3 3.5 4 45 5
Cas [s]

Obr. 11.36 Casova odozva zrychlenia kmitania nosnika pri budeni vlastnou frekvenciou

Z porovnania priebehov casovej odozvy sustavy budenej harmonickou silou
s vlastnou frekvenciou kmitania sdstavy vyplyva, Ze v pripade, ked’ ststava strati svoje

tlmiace vlastnosti, porastd vychylky kmitania nebezpe¢ne nad vsetky medze.
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